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1 概率空间

一切概率论的问题都应该被放在概率空间里进行研究。所谓概率空间，
就是一个三元组，通常记作 (Ω,F , P )，其中：

Ω 是样本空间，代表所有可能的实验结果的集合。
F 是 Ω 上的 σ-代数，它是一个集合族，满足以下条件：

• 包含样本空间 Ω，即 Ω ∈ F。

• 若事件 A ∈ F，则其补集 Ac ∈ F。（这隐含 ∅ ∈ F）

• 若事件序列 A1, A2, . . . ∈ F，则它们的可数并集
⋃∞

n=1 An ∈ F。

这是所有事件的集合。一个事件就是包含一些基本结果的集合。
P 是概率测度，它是定义在 F 上的函数，满足：

• 对于任意事件 A ∈ F，P (A) ≥ 0。

• P (Ω) = 1，即整个样本空间的概率为 1。这一性质也叫归一性。

• 若 A1, A2, . . . 是一列可数的两两不相交的事件，则 P (
⊔∞

i=1 Ai) =∑∞
i=1 P (Ai)。

概率 P (A) 就是衡量事件 A 发生的可能性的值，它在 [0, 1] 范围内。
这样的定义，保证了我们对的概率定义是良好的，同时我们也有集合论

和 Lebesgue 积分等丰富的工具来研究概率。
事件的本性就是一个集合，于是我们可以用集合论的手法来研究它。事

件的运算就是集合的运算。对于两个事件 A,B：

• 和事件：A+B = A ∪B 表示事件 A ，B 至少有一个事件发生。

• 积事件：AB = A ∩B 表示事件 A 和事件 B 同时发生。

• 逆事件：A 表示事件 A 不发生。

• 差事件：A−B 表示事件 A 发生但事件 B 不发生。

这些常见的构造也自然满足各种布尔代数性质，这里略过。
事件之间的关系另有一套术语。A ∩ B = ∅ 称为 A，B 互斥。A 和 A

称为一对对立事件。A ⊂ B 称为 B 包含 A，也就是 A 发生一定 B 发生。
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根据定义，我们就可以得出事件运算和概率的关系。几个简单的的结
论：

P (∅) = 0

若一族有限的事件 Ai 两两互斥（不交），

P (
n⊔

i=1

Ai) =
n∑

i=1

Ai

若 A ⊂ B，

P (B −A) = P (B)− P (A)

P (B) ≥ P (A)

P (A) ≤ P (Ω) = 1

P (A) = 1− P (A)

概率另有一种连续性的存在。对于一族可数的无穷递增事件 A1 ⊂ A2 ⊂
· · ·，令 A =

⋃∞
i=1 Ai = limn→∞ An，有：

P (A) = lim
n→∞

P (An)

这一事实基于可数可加性。令 A∗
i = Ai+1 − Ai, A

∗
0 = A1，那么我可以把 A

表示成
⊔∞

i=0 A
∗
i，证明也就基本结束了。

对于不一定互斥的事件，他们和事件的概率是这样的：

P (A+B) = P (A+(B−AB)) = P (A)+P (B−AB) = P (A)+P (B)−P (AB)

这一经典结论可以推广到任意有限多个事件的和。

P (
n⋃

i=1

Ai) =
n∑

k=1

(−1)k−1
∑

1≤i1<i2<···<ik≤n

P (Ai1Ai2 · · ·Aik)

这个又叫容斥原理。证明方法很多样，一种简单的方式是使用归纳法。我在
这里展示一种莫比乌斯反演的解释。
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证明. 为了方便叙述，我们令集合 N = {1, . . . , n}，我们后面的集合下标就
会从 N 中取。N 的幂集 2N 中的一个元素就是一组下标的集合 i1, . . . , ik。

我们想要求的 P (
⋃n

i=1 Ai) 实际不是一个很方便处理的形式。比较方便
处理的是

P (
n⋂

i=1

Ai) = 1− P (
n⋃

i=1

Ai)

接下来，只要能够处理这种积事件的概率，我们就赢了。
我们为了方便计数，我们一定选择不交的事件的积来计算概率。给出一

族下标 S ∈ 2N，我可以给出集合 XS = (
⋂

i∈S Ai)∩ (
⋂

i/∈S Ai)。对于任意选
定的不同下标组合，对应的这个集合都不交。我们通过这些集合的并，就能
轻松组合出任意 YS =

⋂
i∈S Ai。(注意对于 S = ∅，我们可以认为这个交为

Ω 而不产生任何问题。对偶地，我们认为空并为 ∅。)
比方说对于下标集合 S，那么我这样就能从一些 X 不交并出集合 YS：

YS =
⊔
S⊂T

XT

对应到概率，令 f(S) = P (XS), g(S) = P (YS)，有

g(S) =
∑
S⊂T

f(T )

这给我们一个方便的莫比乌斯反演：2N，加上 ⊂ 构成的偏序集上面的
莫比乌斯反演函数是 µ(S, T ) = (−1)|S|−|T |。莫比乌斯反演的玩法就是，有
了上面这个式子，就可以立马得到：

f(S) =
∑
S⊂T

µ(S, T )g(T ) =
∑
S⊂T

(−1)|S|−|T |g(T )

我们上面想要的东西就是 f(∅)，按照反演公式，
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1− P (
n⋃

i=1

Ai) = P (
n⋂

i=1

Ai)

= f(∅)

=
∑
S∈2N

(−1)|S|g(S)

=
∑
S∈2N

(−1)|S|P (
⋂
i∈S

Ai)

=
n∑

k=0

(−1)k
∑

1≤i1<i2<···<ik≤n

P (Ai1Ai2 · · ·Aik)

好嘛！证明基本就完成了，只差一个 1 和一个负号！单独把 k = 0 的情
况拿出来，问题就解决了，证明就完成了。

从容斥原理可以得到两个方便近似的不等式：Boole 不等式和 Bonfer-
roni 不等式。
如果我们只取容斥原理的单事件概率部分，就有：

P (
n⋃

i=1

Ai) ≤
∑

1≤i≤n

P (Ai)

如果我们只取到奇数个事件之积，那会得到一个概率的上界；只取到偶
数个事件之积，那就会得到一个下界：

m∑
k=1

(−1)2k−1
∑

1≤i1<i2<···<i2k≤n

P (Ai1Ai2 · · ·Ai2k) ≤ P (
n⋃

i=1

Ai)

P (
n⋃

i=1

Ai) ≤
m∑

k=1

(−1)2k−2
∑

1≤i1<i2<···<i2k−1≤n

P (Ai1Ai2 · · ·Ai2k−1
)

这得益于式子的正负交错性质。
条件概率在直觉上表示的是，在某个事件 A,P (A) 6= 0 已发生的条件

下，另一个事件 B 发生的概率，记作 P (B|A)。我们可以认为，这由事件
A,P (A) 6= 0 诱导的一个新的概率空间给出。这个概率空间的样本空间有
Ω′ = Ω，F ′ = F，而条件概率 P (B|A) = P (A∩B)

P (A)
。很容易验证, 它满足概率

空间公理。
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事件独立性的讨论和条件概率有关。事件 A与 B独立也就是 P (A|B) =

P (A) 或者 P (B|A) = P (B)。不过这里需要注意的是，刚才的条件概率不允
许条件发生的概率为 0。为了不失一般性，我们可以认为概率为 0 的事件和
其他任意事件都是无关的。刚才的式子可以修改成 P (A)P (B) = P (AB)。

对于多个事件的无关性，我们起码要求其中任意两个事件之间独立，同
时其中任意三个、四个、乃至更多事件放在一起也满足一定的独立性条件。
这个独立性条件可以类比为

∏n
i=1 P (Ai) = P (

⋂n
i=1 Ai)。这一概念推广到可

数多事件也是不费力的：可数多事件 A1, A2, . . . 独立当且仅当

∀I ∈ 2N,
∏
i∈I

P (Ai) = P (
⋂
i∈I

Ai)

关于条件概率，几个重要的结论是全概率公式和 Bayes 公式。全概率
公式告诉我们如何通过一些条件概率求出事件的概率。令 B 为某个事件，
Ak, k = 1, 2, · · · 为一族可数的事件，且

⊔∞
i=1 Ai = Ω, P (Ai) 6= 0，则有：

P (B) =
∞∑
i=1

P (B|Ai)P (Ai)

这是比较容易理解的：我们无一遗漏无一重复地考虑所有可能的情况
Ai，然后计算某种情况发生的概率 P (Ai)，乘上 P (B|Ai) 就得到情况 Ai 与
事件 B 同时发生的概率 P (BAi)。对 i 求和就得到了 B 发生的所有可能情
况，就是 B 的概率。
如果再进一步，我们就可以通过诸 P (B|Ai)反过来算出诸 P (Ai|B)。因

为 P (Ai|B) = P (AiB)
P (B)

。上面的式子可以按定义展开，下面的式子可以由刚
才的全概率公式给出。也就有：

P (Ai|B) =
P (B|Ai)P (Ai)∑∞
i=1 P (B|Ai)P (Ai)

有人喜欢把这个称为先后验概率来进行阐释，赋予它一种形而上学意
味。我则严格认为，它应该与任何这种解释撇清关系。这会把主观性重新带
回我们费尽心思公理化的概率论中，让人感到错误的惊异，并无助于解释的
清晰性。

6



2 随机变量

当我们把样本空间映射成数字来处理时，这时我们才有了更丰富的工
具。
一个随机变量就是 Ω → R 的一个函数，而且是可测的。这样就可以在

实数轴上很好地研究它的性质了。
对于一个随机变量 X，给出一个实数上的可测集合 S，定义概率 P (X ∈

S) = P ({e ∈ Ω : X(e) ∈ S})。我们同样可以通过分离公理，用一个和X 取值
相关的谓词 P(X) 描述集合 S = {x ∈ R : P(x)}，这时我们简写 P (X ∈ S)

为 P (P(X))。例如 P (1 < X ≤ 2) 表示 X 取值大于 1 小于等于 2 的概率。
随机变量有离散型和连续性之分，但本质上都可以用同一套理论描述：

离散随机变量使用离散测度处理，连续随机变量使用 Lebesgue 测度处理。
它们的结论基本上通过互换

∫
和 Σ，D 和 ∆ 就能互相转换。不过我在这里

仍然使用不同的记号。

2.1 随机变量的分布

随机变量 X 的累计分布函数是这样一个函数 FX(x) = P (X ≤ x)。很
明显，它有这样的性质：

lim
x→−∞

FX(x) = 0, lim
x→+∞

FX(x) = 1, lim
x→x+

0

FX(x) = F (x0)

它们都是从前面概率的连续性，归一性推导出来的。
由概率的非负性，

∀x1 < x2, F (x2)− F (x1) = P (x1 < X ≤ x2) ≥ 0

并且
0 ≤ F (x) ≤ 1

从测度的视角看，概率密度函数 fX 是随机变量 X 的分布测度 PX 相
对于 Lebesgue 测度 λ 的 Radon-Nikodym 导数。即：
若 PX 关于 Lebesgue 测度绝对连续（记为 PX � λ），则存在非负可测

函数 fX : R → [0,∞)，使得对任意可测集 B ⊆ R，

PX(B) =

∫
B

fX(t) dλ(t) =

∫
B

fX(t) dt.

此时 fX 称为 X 的概率密度函数，它在几乎处处意义下唯一确定。下
面给出的是更简单情况下的概率密度函数。
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2.1.1 离散型随机变量

离散型随机变量只能取至多可数个值。我们可以通过列举所有可能取
值发生的概率，来确定这个随机变量的统计规律。
如果一个离散型随机变量X 可能能取值为 {xk}, k = 1, 2, · · ·，则我们可

以知道 P (X = xk)。我们知道，一个函数的纤维划分定义域，
⊔∞

k=1 X
−1(xk) =

Ω。所以根据可数可加性：

∞∑
k=1

P (X = xk) = 1

虽然很简单，但是还是值得注意：0 ≤ P (X = xk) ≤ 1。
P (X = xk) = pk 这种表现形式叫做随机变量的分布律，也叫概率质量

函数。

2.1.2 连续型随机变量

描述连续型随机变量时，有概率密度函数这种更好的工具。对于一个离
散型随机变量，它的累积分布函数一定是具有各种跳变不连续点的，并且在
两个跳变点之间都是常值的。连续型随机变量的累计分布函数如果很大程
度上（“几乎处处”）是可导的，此时也就可以用概率密度函数来描述。
一个连续型随机变量在某一点处的的概率密度函数是累计分布函数的

导数（当然它也可能不存在）。有了概率密度函数 fX，我们就可以从积分来
得出累积分布函数：

FX(x) =

∫ x

−∞
fX(t)dt

它被称为概率密度函数也就是因为，fX(t) 表示了在这一处一个无限小
的区间内的“概率质量”的集中程度。fX(t)dt 就可以认为是 P (t < X <

t+ dt)。
很明显，如果概率密度函数存在，那么它满足：
非负：

fX(x) ≥ 0

归一： ∫ ∞

−∞
fX(t)dt = 1
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事实上对于任意一个可积的非负函数，我都可以乘上一个系数让它归
一，从而满足概率密度的要求。利用这一事实往往可以节约计算。
并且此时，我可以通过它求随机变量落在任意可测集合内的概率：

P (X ∈ S) =

∫
S

fX(t)dt

特别地，FX(x) = P (X ≤ x) =
∫ x

−∞ fX(t)dt。
如刚才的叙述，它们在测度视角下都是一样的，只不过是换了种测度。

2.1.3 随机变量的函数

给一个随机变量 X 后复合上一个可测函数 ϕ : R → R，我仍然会得到
一个随机变量 ϕ ◦X。我们会把这个新的随机变量写成 ϕ(X)。

这个新的随机变量显然也存在自己的分布分布规律。它的累积分布函
数也就可以表示成 Fϕ(X)(x) = P (ϕ(X) ≤ x)。对于一般的连续型随机变量，
想要直接通过概率密度函数来计算 ϕ(X) 的概率密度函数是不太现实的，我
们须要积分得到累积分布函数再找到 ϕ(X) 的累计分布函数，再做微分。
不过当 ϕ 是个严格单调函数时，就能直接计算出概率密度了。此时

fϕ(X)(y) =
fX(ϕ−1(y))

|ϕ′(ϕ−1(y))|
= fX(ϕ−1(y))|(ϕ−1)′(y)|

我们在此不作证明，留在后面用一般性的结论处理。
作为一个简单的例子，数乘 X 7→ λX 是一个非常简单的随机变量函数。

如果 λ = 0，情况非常简单，我们跳过。如果 λ 6= 0，那么

fλX(x) =
1

|λ|
fX(

x

λ
)

对于离散型随机变量，ϕ(X) 的分布律可以通过对纤维直接求和得到：

P (ϕ(X) = y) =
∑

x∈ϕ−1(y)

P (X = x)
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3 多元随机变量

所谓多元随机变量，就是多个随机变量组合在一起，像 (X,Y )。我们为
了便利，可以把它们排列成向量的形式，也叫随机向量。
同样，我们也可以计算 n 元随机变量 X 的取值落在 Rn 中一个可测子

集 S 内的概率 P (X ∈ S)。
它的分布可以用联合累积分布函数来描述。连续型随机变量可以用联

合概率密度描述，离散型随机变量可以用联合分布律描述。
对于 n元随机变量X = (X1, X2, . . . , Xn)和 n元数对 x = (x1, x2, . . . , xn)，

它的联合累积分布函数定义为

FX(x) = P (X1 ≤ x1, X2 ≤ x2, · · · , Xn ≤ xn)

可以确定，它仍然具有非负性，归一性，而且对于任意一个维度右连续
且不减。
对于 n 元离散型随机变量，联合分布律也与一元有相同的形式，也就

是 P (X = xk) = pk 这种形式。
对于 n 元连续型随机变量，联合概率密度与一元有相同的形式，

fX(x) =
∂n

∂x1∂x2 · · · ∂xn

FX(x)

即概率密度函数是累积分布函数的 n 重偏导数。当然这里前提是分布函数
满足了某种光滑性，各阶偏导可交换。显然联合概率密度也有非负性和归一
性。
如果给出多元随机变量的联合概率密度，我也就可以通过 n 重积分解

答刚才的问题：
P (X ∈ S) =

∫
S

fX(x)dx

用测度的语言描述，就是说：
对于 n 维随机向量 X = (X1, . . . , Xn)

T，其分布是 Rn 上的概率测度
PX，定义为：对任意可测集 B ⊆ Rn，

PX(B) = P (X ∈ B).

多元的情况的一元的情况是完全一样的，概率密度就是测度的 Radon-Nikodym
导数。
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3.1 边缘分布

如果多元随机变量的联合分布 FX 已知，那它其实已经蕴含了单个随机
变量的分布 FX1

。

FX1
(x) = P (X1 ≤ x) = FX(x,∞, . . . ,∞)

同样，给出联合分布律，我也能求出单个随机变量的分布律（其中 π1 :

Rn → R 指第一个分量上的投影）：

P (X1 = x) =
∑

x∈π−1
1 (x)

P (X = x)

给出联合概率密度，可以求出单个随机变量的概率密度：

fX1
(x) =

∫
π1(x)=x

fX(x)dx

以上这种单个变量的分布规律称为边缘分布规律，也就是边缘累积分
布函数，边缘分布律，边缘概率密度。

3.2 条件分布

同样的，我们也可以给出一种条件分布，即已知某一（些）随机变量取
特定值时，另一随机变量的分布规律。在离散情况下，这就是条件概率：因
为对于任意 X1 的取值，它的边缘概率质量都是不为 0 的。于是我们可以定
义

P (X = x|X1 = x1) =
P (X = x)
P (X1 = x1)

分母的概率就是一个边缘的概率。
连续情况下，则会遇到一个问题，因为连续随机变量取单点的概率为

零，无法适用条件概率的公式。但我们仍然可以仿照离散的形式给出：

fX|X1
(x|x1) =

fX(x)
fX1

(x1)

这一定义确实在 fX1
(x1) 6= 0 时是良好定义的，并且和我们的直觉是一

致的。

11



我们最好把条件概率密度理解为在固定某个（些）随机变量的条件下诱
导出的子空间上的概率测度。
写成累积分布函数的形式也是可以的，只需要一个积分。

3.3 独立性

同条件概率与事件独立性的关系一样，我们也可以通过条件分布研究
随机变量独立性的关系。类比于事件的独立性，两个随机变量 X,Y 相互独
立，当且仅当对于任意可测集 A,B ⊂ R，

P (X ∈ A, Y ∈ B) = P (X ∈ A)P (Y ∈ B)

当然为了便利，用累积分布函数定义的形式是等价的。

∀x, y ∈ R, FXY (x, y) = FX(x)FY (y)

对于离散随机变量，我们可以用：

∀x, y ∈ R, P (X = x,Y = y) = P (X = x)P (Y = y)

对于连续随机变量，我们可以用：

∀x, y ∈ R, fXY (x, y) = fX(x)fY (y)

用条件分布的语言来说，就是条件分布 FY |X(y|x)等于边缘分布 FY (y)。
多个随机变量X1, X2, . . . , Xn相互独立是指：对于任意可测集A1, A2, . . . , An ⊂

R，

P (X1 ∈ A1, X2 ∈ A2, . . . , Xn ∈ An) = P (X1 ∈ A1)P (X2 ∈ A2) · · ·P (Xn ∈ An).

用累积分布函数的形式就是，对于其中任取的 n 个随机变量，都有：

FX(x) =
n∏

i=1

FXi
(xi)

这比它们两两独立要强很多。
这和张量积的表示是一致的。如果这些变量相互独立，那我就可以把这

个联合分布写成诸边缘分布的张量积。
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3.4 多元随机变量函数

类似于一元随机变量函数，我也可以定义多元随机变量函数。我可以用
一个可测函数 ϕ : Rn → Rm 后复合于一个随机向量 X，又得到一个变换后
的随机向量 ϕ(X)。不过这里为了方便分析，我们先讨论 ϕ : Rn → R。讨论
清楚之后，多维随机向量值变换也就可以分解成多个这样的函数来讨论了。
我们目前熟知的这样的函数有诸投影函数 πi，它给出边缘分布。
另一类经典的函数是加减法和乘除法。我们先处理两个随机变量的情

况，多个随机变量的情况也就能轻松归纳出了。
这是连续型随机变量的情况，在离散型的情况下只需要把积分换成求

和，概率密度换成概率质量。我在这里姑且不写出了。

FX+Y (z) = P (X + Y ≤ z)

=

∫∫
x+y≤z

fXY (x, y)dxdy

=

∫ ∞

−∞

[∫ z−y

−∞
fXY (x, y)dx

]
dy

=

∫ ∞

−∞

[∫ z

−∞
fXY (u− y, y)du

]
dy u=z-y

=

∫ z

−∞

[∫ ∞

−∞
fXY (u− y, y)dy

]
du Fubini 定理

fX+Y (z) =
dFX+Y (z)

dz
=

∫ ∞

−∞
fXY (z − t, t)dt 微积分基本定理

这就是卷积公式。如果 X 和 Y 独立，那性质敢情更好了。里面的
fXY (z − t, t) 就可以拆成 fX(z − t)fY (t)。顺带一提，虽然这个公式乍一看
不对称，实际上是对称的，和加法的交换性是一致的。
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做乘除法也有类似的公式，令 Z = XY：

FZ(z) = P (XY ≤ z)

=

∫∫
xy≤z

fXY (x, y) dx dy

=

∫ 0

−∞

[∫ ∞

z/x

fXY (x, y) dy

]
dx+

∫ ∞

0

[∫ z/x

−∞
fXY (x, y) dy

]
dx

=

∫ 0

−∞

[∫ z/x

−∞
fXY (x, y) dy

]
dx+

∫ ∞

0

[∫ z/x

−∞
fXY (x, y) dy

]
dx

=

∫ ∞

−∞

[∫ z/x

−∞
fXY (x, y) dy

]
dx

=

∫ ∞

−∞

[∫ z

−∞
fXY

(
x,

u

x

) 1

|x|
du

]
dx u = xy

=

∫ z

−∞

[∫ ∞

−∞
fXY

(
x,

u

x

) 1

|x|
dx

]
du Fubini 定理

fZ(z) =
dFXY (z)

dz
=

∫ ∞

−∞
fXY

(
x,

z

x

) 1

|x|
dx 微积分基本定理

除法是类似的，令 Z = Y /X：

fZ(z) =

∫ ∞

−∞
fXY (x, zx)|x|dx

不过这个公式就不对称了。
我们上面处理的手法都是求一次 n 重积分得到累积分布函数，然后求

一次导数得到概率密度。在 n大起来之后这种处理可能略微繁琐，不过大部
分情况下我们都只能这么做。不过小部分情况下，我猜想我们可以只用做一
个 n− 1 重的积分就可以了。这一想法最初始于从离散型随机变量的类比。

3.4.1 多维离散型随机变量的函数的概率密度

离散型随机变量通过其分布律被刻画。
设随机变量 X = (X1, X2, . . . , Xn)，其可能取值为 x(1), x(2), . . . , x(m), . . .

（这里的 x(i) ∈ Rn）。则其分布律可表示为：

P{X = x(i)} = pi, i = 1, 2, . . . ,m, . . .

其分布函数则无需积分，只需要进行离散求和：
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FX(x) = P {X1 ≤ x1, X2 ≤ x2, . . . , Xn ≤ xn }

即
FX(x1, x2, . . . , xn) =

∑
x(i)≤x

P{X = x(i)}

其中，
x(i) ≤ x ⇐⇒ x

(i)
1 ≤ x1, x

(i)
2 ≤ x2, . . . , x

(i)
n ≤ xn

对于多维离散型随机变量，其函数 Y = g(X) 的分布律有更简单的表
示。
设 Y = g(X)，那么 Y 的可能取值为 y1, y2, . . . , ym, . . .，其分布律由下

式给出：

P{Y = yj} =
∑

x∈g−1(yj)

P{X = x}, j = 1, 2, . . . ,m, . . .

其中 g−1(yj) 是 yj 的纤维。
同样也可以定义其分布函数，设随机变量 Y = g(X)，则其分布函数定

义为：
FY (y) = P{Y ≤ y}

由于 Y 是离散型随机变量，其分布函数可以写为：

FY (y) =
∑
yj≤y

P{Y = yj}

类比于连续型随机变量的函数概率密度计算方法，在离散型情形下，可
以通过联合分布律先计算分布函数，然后差分得到函数的分布律。具体表达
式如下：

FY (y) = P{Y ≤ y} =
∑

g(x)≤y

P{X = x}

P{Y = y} = FY (y)− FY (y
−) =

∑
g(x)=y

P{X = x}

当然，如果我们只想求得它的分布律，计算分布函数是个多余的步骤，
我们只需要对 y 对应的纤维 g−1(y) 进行其求和即可。接下来我将把这种直
觉类比到连续性随机变量函数的计算中。
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3.4.2 多维连续随机变量一阶连续可微无临界点函数的概率密度

这个名字很长，不过足够保证我们安全地得到很好的结论，不过你也可
以不看。离散情况下的处理是直接对函数纤维的分布律进行求和。能想到的
最自然的一种类比就是直接将纤维的概率密度进行积分。直接进行 n 重积
分是有问题的，因为纤维很有可能在 Rn 中零测。合理的做法是将积分限制
在纤维这一低维结构上，也就是做一个第一类面（线）积分。
但是直接计算这一积分是不正确的，因为对于连续型随机变量，概率密

度不只取决于纤维上的概率分布，还与每一点的局部性质密切相关。更准确
地说，与离散随机变量不同，概率质量在从原始变量空间射到像空间时，会
被变换函数 g 在每一点上的伸缩所影响。不过，这一效应可以用该函数在
纤维方向正交方向上的雅可比行列式来刻画。因此，在进行积分时，必须引
入恰当的权重项（即一个雅可比因子）以正确反映概率密度在变量变换下的
变化情况。忽略这些因素的式子只能在某些特殊情况下成立（如仿射变换），
而对于一般的函数，只有严格考虑这些因素，才能得到准确的新概率密度函
数。
为了简洁性，我们在此限制 g 为 Rn → R 的一阶连续可微函数。由于

它是一个 C1 函数，对于几乎所有 z，它对应的纤维 g−1(z) 一定是一个低
一维的子流形，也就是一条等值线（面）；只有在某些特殊的 z 值处，纤维
会退化成 n 维结构或者离散点。更进一步，为了避免这些奇点带来的技术
问题，我们可以假定对于每个 z，∀(x, y) ∈ g−1(z),∇g(x, y) 6= 0。这样一来，
纤维在邻域内的结构就更加良好了：等值线将会是一条一阶连续可微的曲
线（面）。于是使用余面积公式进行处理也就呼之欲出了。

定理 1 (n 维余面积公式). 设 g : Rn → R 是 C1 函数（n ≥ 2），且其梯度
∇g(x) 在 g−1([a, b]) 上处处非零；f(x) 是 g−1([a, b]) 上的连续函数。则有：∫

g−1([a,b])

f(x) dx =

∫ b

t=a

[∫
g−1(t)

f(x)
|∇g(x)| dσ(x)

]
dt

其中 dσ(x) 表示在纤维（超曲面）g(x) = t 上的 (n− 1) 维面积微元。

证明. 考虑积分区域 Ω := g−1([a, b])。对积分进行分层处理：每个 t ∈ [a, b]

对应的纤维 Mt := {x ∈ Rn | g(x) = t} 是一个 (n− 1) 维一阶连续可微子流
形。
由隐函数存在性定理，g(x) 在 ∇g(x) 6= 0 处可作为新的变量替换的一

部分坐标，其余 (n− 1) 维由 Mt 上参数化给出。
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设局部参数化为

x = Φ(y1, . . . , yn−1, t), (y1, . . . , yn−1) ∈ D ⊂ Rn−1, t ∈ [a, b]

换元公式下，整体 n 维体积微元可拆解为：

dx = JΦ(y1, . . . , yn−1, t) dy1 · · · dyn−1dt

按照隐函数定理，Jacobi 因子正好为 |∇g(x)|，即

dx =
1

|∇g(x)|dσ(x)dt

于是有 ∫
Ω

f(x) dx =

∫ b

t=a

[∫
Mt

f(x)
|∇g(x)| dσ(x)

]
dt

其中 dσ(x) 为 Mt 上的 (n− 1) 维面积微元。即为所证。

那么 n 维连续型随机变量函数的概率密度就可以计算了。
设 X = (X1, X2, . . . , Xn)

T 是定义在概率空间 (Ω,F , P ) 上的 n 维连续
型随机向量，其概率密度函数为 fX(x)。设 Y = g(X) 的概率密度函数为
fY (y)，其中 g 是一阶连续可微函数，且 ∇g 在每个纤维 g−1(y)上都不为 0。
由 n 维余面积公式，

FY (y) =

∫
Ω

f(x) dx =

∫ y

−∞

[∫
g(x)=t

f(x)
|∇g(x)| dσ(x)

]
dt

其中，Ω = g−1((−∞, y]) = {x ∈ Rn : g(x) ≤ y}，dσ(x) 为 g−1(t) 上的
(n− 1) 维面积微元。
求导，应用微积分基本定理，得到：
fY (y) =

dFY (y)
dy

=
∫
g(x)=t

f(x)
|∇g(x)| dσ(x)

一个简单的公式至此形成。它甚至覆盖了一元的情况：
n = 1 的情况下，函数 g 的纤维基本都退化为了离散点。这种情况下纤

维上积分的处理和高维有所不同。
不过幸运的是，我们仍然可以在这些离散点上定义合适的测度——即

离散测度（或 Dirac 测度）。在这样的测度下，对这些点的积分自然就变成
了单纯的加和： ∫

g−1(t)

f(x) dµ(x) =
∑

x∈g−1(t)

f(x)
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其中 µ 表示对点集的离散测度。这样，虽然在 Lebesgue 测度下单个点集为
零测，但在离散测度下依然可以有意义地积分，因此仍然能够推广高维余面
积公式到一维的情形。
若 g : R → R 为一阶可微函数，对于 t ∈ [g(a), g(b)]，其纤维 g−1(t) =

{x ∈ R : g(x) = t} 是离散点集（假设 g 可微且 g′(x) 6= 0）。在此情况下，余
面积公式也可以得到一维积分的推广：

∫
g−1([a,b])

f(x) dx =

∫ b

t=a

 ∑
x∈g−1(t)

h(x)

|g′(x)|

 dt

其中，g−1(t) 为所有满足 g(x) = t 的点集，f(x) 为待积分函数。
设 X 是一个随机变量，令 Y = g(X)，那么新变量 Y 的概率密度满足

fY (y) =
∑

x∈g−1(y)

fX(x)

|g′(x)|

更进一步，由于 g 一阶连续可导，且 g′(x) 6= 0，我们可以得到 g′(x) 始
终是同号的，也就是说 g 是严格单调的。这时 g−1(y) 实际上只可能是单点
集或者空集。
于是我们的式子就变成了：

fY (y) =


fX(x)
|g′(x)|

∣∣∣∣
x=g−1(y)

= fX(g−1(y))
|g′(g−1(y))| , y ∈ Im(g)

0, 其他

其中 Im(g) 是 g 的值域，也就是 Y 的取值范围；g−1(y) : Im(g) → R
在此表示严格意义的反函数。
这就是前面没有证明的一维随机变量函数的变换公式，与高维的公式

具有一致的结构，只是此时纤维退化为点。
用这个公式重新阐释加法和乘法公式也会是更简单的，不过我们就不

在这里写出了。后面我们还会在 χ2 分布重新利用这个公式。

3.4.3 min,max

最大值与最小值也是经典的随机变量函数，但它也确实是我们刚才的
公式所无法处理的。
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设 X1, X2, . . . , Xn 为 n个随机变量，联合分布函数为 F (x1, x2, . . . , xn)。
定义：

M = max(X1, X2, . . . , Xn), m = min(X1, X2, . . . , Xn).

M ≤ z 等价于 ∀1 ≤ i ≤ n,Xi ≤ z，因此最大值的累积分布函数为：

FM (z) = P (M ≤ z) = P (X1 ≤ z,X2 ≤ z, . . . , Xn ≤ z) = F (z, z, . . . , z).

若 X1, X2, . . . , Xn 相互独立，且各自分布函数为 Fi(x)，则

FM (z) =
n∏

i=1

Fi(z).

m > z 等价于 ∀1 ≤ i ≤ n,Xi > z，于是最小值的累积分布函数为：

Fm(z) = P (m ≤ z) = 1− P (m > z) = 1− P (X1 > z,X2 > z, . . . ,Xn > z).

在独立情形下，则有

1− Fm(z) =
n∏

i=1

(
1− Fi(z)

)
.

3.4.4 对独立变量分别变换保持独立性

如果说 X1, X2, . . . , Xn, Y1, Y2, . . . , Ym 相互独立，那么由它们构成的随
机向量

X = (X1, X2, . . . , Xn), Y = (Y1, Y2, . . . , Ym)

也是相互独立的。这意味着对任意可测集合 A ⊆ Rn 和 B ⊆ Rm，都有

P (X ∈ A,Y ∈ B) = P (X ∈ A)P (Y ∈ B).

更一般地，若 {Xij : i = 1, . . . , k; j = 1, . . . , ni} 是一族相互独立的随机
变量，那么对任意 k 个（由不相交指标集构成的）随机向量

X1 = (X11, . . . , X1n1
), . . . , Xk = (Xk1, . . . , Xknk

),

这些随机向量之间也是相互独立的。换句话说，若原始随机变量全体相互独
立，则任意将它们分组后得到的随机向量组仍然相互独立。
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可测变换下的保持性 进一步地，如果对每个 i = 1, . . . , k，gi : Rni → Rdi

是一个可测函数，则变换后的随机向量

g1(X1), g2(X2), . . . , gk(Xk)

仍然是相互独立的。换句话说，对相互独立的随机向量分别施加可测变换，
不会破坏它们的独立性。

证明. 由于 gi 可测，g−1
i (Bi) ⊆ Rni 可测。由 X1, . . . ,Xk 的独立性，

P

(
k⋂

i=1

{gi(Xi) ∈ Bi}

)
= P

(
k⋂

i=1

{Xi ∈ g−1
i (Bi)}

)

=
k∏

i=1

P (Xi ∈ g−1
i (Bi))

=
k∏

i=1

P (gi(Xi) ∈ Bi).

故变换后的向量仍保持独立。

3.4.5 一阶连续可微可逆无临界点变换的概率密度

如果我们不仅仅讨论 Rn → R 的多元随机变量函数，入手更多元的情
况，我们一般没有特别好的结论，除了在满足条件的情况下对各分量应用余
面积公式的推论。不过有一个比那个结论更弱一点，但是简单一些的结论：

定理 2. 设 X = (X1, X2, . . . , Xn)
T 是 n 维随机向量，具有联合概率密度函

数 fX(x)。设 g : Rn → Rn 为可逆变换，满足：

1. g 是连续可微的（C1 函数）；

2. g 是可逆；

3. Jacobi 矩阵 Jg(x) =
[
∂gi
∂xj

(x)
]n
i,j=1

的行列式 det Jg(x) 6= 0（几乎处处

成立）。

则 Y 的概率密度函数为

fY(y) =
fX
(
g−1(y)

)
|det Jg(g−1(y))| , y ∈ g(Rn).

我们后面在随机变量的数值特征这一部分应用并扩展这里的结论。
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4 随机变量的数字特征

在应用中，我们往往感兴趣于某些能描述随机变量特征的常数。这种常
数被称为随机变量的数字特征。对于随机变量，一些经典的数值特征是期望
（均值），方差，标准差，协方差，矩。

4.1 均值

对任意随机变量 X : Ω → R，定义其均值为：

E(X) =

∫
Ω

X(ω) dP (ω).

这是个从测度角度的定义，我们也可以给出简单一点的连续型随机变
量 X 的均值定义为：

E(X) =

∫ ∞

−∞
xfX(x)dx

离散型就是把积分改为求和，就是换了个测度。注意到我们有处理无限
积分/和的情况，所以有时均值不一定存在。
它的意义基本就是一个按概率的加权平均数。
对于一个存在均值的随机变量 X，我们把 X − E(X) 叫做中心化的随

机变量
均值是对于单个随机变量而言的，不过对于随机变量函数，我们也可以

计算其均值。为了方便讨论，我们只研究连续随机变量函数。

定理 3. 设 X = (X1, X2, . . . , Xn)
T 是 n 维连续型随机向量，其联合概率

密度函数为 fX(x)。设 g : Rn → R 是一个可测函数，定义新的随机变量
Y = g(X)。

E(g(X)) =

∫
Rn

g(x)fX(x) dx

证明. 由定义
E(g(X)) =

∫
Ω

g(X(ω))dP (ω)

由于 g 可测，应用积分变换：∫
Ω

g(X(ω))dP (ω) =

∫
Rn

g(x)dPX(x)
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再应用概率密度的定义：∫
Rn

g(x)dPX(x) =
∫
Rn

g(x)fX(x)dx

综上即得
E(g(X)) =

∫
Rn

g(x)fX(x) dx

一个直观的理解就是我们可以直接把这个函数拿到积分内。对于线性
函数来说，应用定理得到

E

(
n∑

i=1

aiXi + b

)
=

∫
Rn

(
n∑

i=1

aixi + b

)
fX(x)dx

=

(
n∑

i=1

∫
Rn

aixifX(x)dx
)

+

∫
Rn

bfX(x)dx

=
n∑

i=1

aiE (Xi) + b

这就是期望的线性性。它还告诉我们：常数的均值是常数。注意线性性这一
事实并不依赖于随机变量的任何独立性。
随机变量的独立性则体现在它们乘积的期望上。

E(XY ) =

∫
R2

xyfXY (x, y)dxdy

E(X)E(Y ) =

(∫
R
xfX(x)dx

)(∫
R
yfY (y)dy

)
=

∫
R2

xyfX(x)fY (y)dxdy

可见当 X 与 Y 独立时，上下两个式子相等。注意，反过来是不一定成
立的。E(X)E(Y ) = E(XY )只能得出 fX(x)fY (y) = fXY (x, y) 几乎处处相
等。

4.2 方差

随机变量 X 的方差定义为 E((X − E(X))2)。
连续型随机变量 X 的方差定义为：

22



D(X) =

∫ ∞

−∞
(x− E(X))fX(x)dx

离散型就是把积分改为求和。注意到我们有处理无限积分/和的情况，
所以有时方差也可能不存在。
它描述了随机变量的分布偏离均值的情况，并且总是非负的。
由于对于常数 C，E(C) = C，我们可以得到 D(C) = 0。这一结论反

过来也几乎是成立的，但我们把证明留在弱大数定律的部分，我们先放心使
用这个结论。请放心，弱大数定律的证明不会依赖这中间的任何东西。
对于一般的随机变量函数，它的方差没有什么太好的结论，只有在应用

线性函数时才有比较好的结论。不过为了叙述的简洁性，我们把它的性质留
到协方差这一部分来介绍。
标准差就是方差的平方根。

4.3 协方差

对于两个随机变量 X，Y，它们的协方差定义为

Cov(X,Y ) = E((X − E(X))(Y − E(Y ))) = E(XY )− E(X)E(Y )

按式子就有：D(X) = Cov(X,X) = E(X2)− (E(X))2。我们还可以验
证这一表达式的对称性和双线性性：

Cov(X,Y ) = Cov(Y,X)

Cov(αX1 + βX2, Y ) = αCov(X1, Y ) + βCov(X2, Y )

同时还有平移不变性 Cov(X+C, Y ) = Cov(X,Y )，和非负性 Cov(X,X) ≥
0。
这些性质代入到方差中，就可以知道：

D(λX) = λ2D(X), D(X + C) = D(X)

所有这些性质的证明基本都依赖于均值的线性性质。
在适当的函数空间上，我们可以把协方差看作一个内积。如果我们把两

个相差一个几乎处处常值随机变量的随机变量视为等价的（相当于我们在
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处理中心化后的随机变量），那么协方差就有正定性了，也就构成一个实内
积了。标准差于是就是它诱导的范数。
相应地，我们可以给出内积经典结论。
首先是勾股定理

D(X + Y ) = Cov(X + Y,X + Y )

= Cov(X,X) + Cov(Y, Y ) + 2Cov(X,Y )

= D(X) +D(Y ) + 2Cov(X,Y )

于是 D(X + Y ) = D(X) +D(Y ) 当且仅当 Cov(X,Y ) = 0。
这种“协方差正交性”我们称为不相关性。
然后是柯西不等式：

Cov(X,Y )2 ≤ D(X)D(Y )

等号成立当且仅当一个是另一个的标量倍。注意这里我们是在零均值
意义下讨论的，所以它们还可能相差一个常数。不过总归是 Y = a+ bX 这
种线性关系就是了。
这里很自然地，这里就有一个类似余弦的量：

ρXY =
Cov(X,Y )√
D(X)D(Y )

≤ 1

这就称为相关系数。反过来协方差也可以表示成 ρXY

√
D(X)D(Y )。

由前面的式子可以知道，X,Y 独立时有 Cov(X,Y ) = E(XY )−E(X)E(Y ) =

0。也就是说：独立性蕴含不相关性。但不相关的变量不一定独立。我们只
能通过换位得到并非不相关的变量不是独立的。
对于一组随机变量 X = (X1, . . . , Xn)

T，我们也可以给出一个类似
Gram 矩阵的构造：协方差矩阵。
我们称矩阵 (C)ij = Cov(Xi, Xj)为它们的协方差矩阵，也记作 Cov(X)。

这是个对称半正定矩阵，我们可以轻松用谱定理分解它。如果我们丢掉小特
征值对应的部分，就能对数据进行降维分析。如果对 X 做一个线性变换得
到 Y = AX + b，那么有 Cov(Y) = ACov(X)AT

4.4 矩

矩是一类更一般的数字特征，实际上上面的数字特征都属于特殊的矩。
矩作为一类更一般的数字特征，统一描述了随机变量的位置、离散度、形状
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等信息。
对单个随机变量 X，它的 k 阶原点矩 µ′

k 定义为 E(Xk)。均值就是 1

阶原点矩。
矩的一个好处是，随机变量的任意多项式函数的均值都可以表示成矩

的线性函数。
k 阶中心矩 µk 定义为 E((X − E(X))k)。方差就是 2 阶中心矩。
k 阶标准化矩 µ̃k 定义为 E

((
X−µ
σ

)k)
。3 阶标准化矩叫做偏度，4 阶标

准化矩叫做峰度。
对随机变量 X 与 Y，其 (m,n) 阶或者 m+ n 阶混合矩定义为：

混合原点矩： µ′
mn = E(XmY n)

混合中心矩： µmn = E [(X − µX)m(Y − µY )
n]

当 m = 1, n = 1 时，2 阶混合中心矩 µ11 = Cov(X,Y ) 即协方差。协方差矩
阵中的诸元素就是诸 2 阶中心矩。
它真正强大的应用在矩母函数和矩估计处。
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5 经典随机分布

我把这一部分放到很后面是为了在这里把它们的性质一起整合了。

5.1 离散分布

掌握一些组合恒等式和级数恒等式对处理离散分布非常有益。

5.1.1 两点分布

这是最简单的离散分布了。为了方便，我们常让变量只可能取值 0, 1。
它有一个参数 0 ≤ p ≤ 1，它的分布律是

P (X = 0) = 1− p

P (X = 1) = p

P (X = k) = 0 k /∈ {0, 1}

很简单地，E(X) = p，D(X) = p(1− p)。一个服从这个分布的随机试
验叫做伯努利试验。

5.1.2 离散均匀分布

这是一种各个取值等概率的离散概率分布。设 A = {a1, . . . , an}是一个
有限集合，定义 X 服从离散均匀分布为

P (X = a) =

 1
n

a ∈ A

0 ��

可知 E(X) = 1
n

∑n
i=1 ai = a，D(X) = 1

n

∑n
i=1(ai − a)2。

5.1.3 Bernoulli（二项）分布

若相互独立的随机变量 X1, . . . , Xn 均服从参数为定值 p 的两点分布，
则称 X =

∑n
i=1 Xi 服从二项分布，记作 X ∼ b(n, p)。我们也把它理解为一

个 n 重伯努利试验的成功次数。n = 1 的时候它也就退化成了两点分布。
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很显然，按照定义，如果 X ∼ b(n1, p), Y ∼ b(n2, p) 且它们相互独立，
则有 X + Y ∼ b(n1 + n2, p)。当然我们也可以按下面的分布律用卷积去验
证。
其分布律为：

P (X = k) =

(
n

k

)
pk(1− p)n−k

这个表达式的关键在其二项式系数。我这里采取一种广义一些的定义，
令
(
n
k

)
在 k > n 或 k < 0 时为 0。

它的均值：

E(X) =
n∑

k=0

k

(
n

k

)
pk(1− p)n−k

=
n∑

k=0

n

(
n− 1

k − 1

)
pk(1− p)n−k

=
n∑

k=1

n

(
n− 1

k − 1

)
pk(1− p)n−k

=
n−1∑
k=0

n

(
n− 1

k

)
pk+1(1− p)n−1−k

= np
n−1∑
k=0

(
n− 1

k

)
pk(1− p)n−1−k

= np

当然我们也可以用 n 个独立的两点分布之和来计算，结果就是立即的。方
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差：

D(X) = E(X2)− (E(X))2

=
n∑

k=0

k2

(
n

k

)
pk(1− p)n−k − n2p2

= n
n∑

k=0

k

(
n− 1

k − 1

)
pk(1− p)n−k − n2p2

= np
n−1∑
k=0

(k + 1)

(
n− 1

k

)
pk(1− p)n−1−k − n2p2

= np
n−1∑
k=0

k

(
n− 1

k

)
pk(1− p)n−1−k + np

n−1∑
k=0

(
n− 1

k

)
pk(1− p)n−1−k − n2p2

= np(n− 1)p+ np− n2p2 = np(1− p)

5.1.4 多项分布

如其名字所说，这是一个和多项式系数密切相关的分布。它可以被视作
一个有多种可能结果的试验独立重复 n 次后各结果出现的次数。
记 k 元随机向量 X 服从多项分布为 X ∼ Mult(n, k, p1, . . . , pk)，其中∑k

i=1 pi = 1。
它的分布律为

P (X = (x1, . . . , xk)) =

(
n

x1 · · ·xk

) k∏
i=1

pxi

i

我这里采取一种广义一些的定义，令
(

n
x1···xk

)
在
∑k

i=1 xi 6= n 时为 0。
它的第 i个分量的边缘分布显然符合二项分布 b(n, pi)，而且还不止，把

它的每一个分量加在一起，我们会得到
∑n

i=1 Xi = n，做 n 次实验就会得
到 n 次结果，不管结果是什么。
随便拿出来两个分量 Xi，Xj，有

Cov(Xi, Xj) = δijpi − pipj

证明就是组合恒等式，容我在此略过。

5.1.5 Poisson 分布

泊松分布是服从这样分布律的分布：
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P (X = k) =
λke−λ

k!
, k ∈ N

我们记作 X ∼ π(λ)，其中 λ > 0。它实际上是作为一族特殊的二项分
布的极限而出现的。
设 X ∼ b (n, p)，且假设 n → ∞ 时 np → λ。我们有：

lim
n→∞

P (X = k) = lim
n→∞

(
n

k

)
pk(1− p)n−k

= lim
n→∞

∏k−1
i=0 (n− i)

k!
pk(1− p)n−k

= lim
n→∞

∏k−1
i=0 (n− i)

k!
pk
(
1− λ

n

)n−k

= lim
n→∞

k−1∏
i=0

(
1− i

n

)
· λ

k

k!
·
(
1− λ

n

)n−k

=
λk

k!
· lim
n→∞

k−1∏
i=0

(
1− i

n

)
· lim
n→∞

(
1− λ

n

)n−k

=
λk

k!
· 1 · e−λ

=
λke−λ

k!

当然我们让 p → 0 的效果也是一样的。
泊松分布常用于描述单位时间内随机事件发生的次数，λ 表示该事件的

平均发生率。上面这一事实可以理解为把时间无限细分，每段最多发生一次
事件。同一件事情的另一面可以由指数分布描述。这一定理同时意味着当 n

足够大时，我们也可以用泊松分布当作二项分布的近似。
泊松分布的均值：

E(X) =
∞∑
k=0

k
λke−λ

k!

= λ
∞∑
k=1

λk−1e−λ

(k − 1)!

= λ
∞∑
k=0

λke−λ

k!

= λ
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方差：

D(X) = E(X2)− (E(X))2

=
∞∑
k=0

k2λ
ke−λ

k!
− λ2

= λ
∞∑
k=1

k
λk−1e−λ

(k − 1)!
− λ2

= λ

∞∑
k=0

(k + 1)
λke−λ

k!
− λ2

= λ
∞∑
k=0

k
λke−λ

k!
+ λ

∞∑
k=0

λke−λ

k!
− λ2

= λ

泊松分布具有可加性，即几个独立的服从泊松的随机变量之和仍然服
从泊松分布。这里证明两个随机变量的情况，多个随机变量容易归纳。设
X ∼ π(λ1), Y ∼ π(λ2), Z = X + Y，X,Y 独立：

P (Z = m) =
m∑

k=0

P (X = k, Y = m− k)

=
m∑

k=0

P (X = k)P (Y = m− k)

=
m∑

k=0

λk
1e

−λ1

k!

λm−k
2 e−λ2

(m− k)!

=
e−(λ1+λ2)

m!

m∑
k=0

(
m

k

)
λk
1λ

m−k
2

=
(λ1 + λ2)

ke−(λ1+λ2)

m!

于是 Z ∼ π(λ1 + λ2)。它不光服从泊松分布，其参数还是二者的和。
泊松分布还有这样的稀释性：令 X ∼ π(λ)，若条件分布 Y |X = n ∼

b(n, p)，则 Y ∼ π(λp)。换句话说，就是每个事件以相同的独立的概率 p 导
致另一事件发生，那么这一事件发生的次数 Y ∼ π(λp)。证明如下
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P (Y = k) =
∞∑

n=k

P (Y = k|X = n)P (X = n)

=
∞∑

n=k

(
n

k

)
pk(1− p)n−k λ

ne−λ

n!

=
∞∑

n=k

pk(1− p)n−k λ
kλn−ke−λ

k!(n− k)!

=
(λp)ke−λ

k!

∞∑
n=k

(λ(1− p))n−k

(n− k)!

=
(λp)ke−λ

k!

∞∑
n=0

(λ(1− p))n

n!

=
(λp)ke−λ

k!
eλ(1−p)

=
(λp)ke−λp

k!

5.1.6 几何分布

几何分布的常见定义有两种，在这里我们采用这种定义：一系列独立的
伯努利试验中，首次成功所需的试验次数服从几何分布。另一种定义是成功
首次前的失败次数，很显然这种定义要比前面的定义少 1。我们记前面的总
次数 X ∼ G(p)。
很容易知道，

P (X = k) = p(1− p)k−1, k = 1, 2, · · ·

几何分布因几何级数而得名。几何分布的均值：

E(X) =
∞∑
k=1

kp(1− p)k−1

= p
∞∑
k=0

(k + 1)(1− p)k

= p
1

(1− (1− p))2
=

1

p
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方差：

D(X) = E(X2)− (E(X))2

=
∞∑
k=1

k2p(1− p)k−1 − 1

p2

=
∞∑
k=0

(k + 1)2p(1− p)k − 1

p2

=
∞∑
k=0

k2p(1− p)k + 2
∞∑
k=0

kp(1− p)k +
∞∑
k=0

p(1− p)k − 1

p2

=
∞∑
k=0

k2p(1− p)k + 2
∞∑
k=1

(k − 1)p(1− p)k−1 +
∞∑
k=1

p(1− p)k−1 − 1

p2

= p
∞∑
k=0

k2(1− p)k − 1

p2
+

2

p
− 1

= p
(1− p)(1 + (1− p))

p3
+− 1

p2
+

2

p
− 1

=
1− p

p2

它和连续情况下的指数分布有很大的相似性。它是唯一在非负整数下
具有无记忆性的离散分布。无记忆性是指：

P (X > m+ n|X > n) = P (X > m)

已知前面 n 次没有成功，再进行 m 次还没成功的概率和从头开始做 m 次
试验还没成功的概率相同。或者等价地，

P (X = m+ n|X > n) = P (X = m)

简单计算一下 P (X > k) 就能知道：

P (X > k) =
∞∑

n=k+1

p(1− p)n−1

=
∞∑

n=0

p(1− p)n+k

= p(1− p)k
∞∑

n=0

(1− p)n = (1− p)k
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5.1.7 负二项分布

前面的几何分布是二项分布的一个特例。如果我们把刚才的问题扩展
到试验恰好 r 次成功时的总次数，我们就的到了负二项分布。我们记次数
X ∼ nb(r, p)。由定义很明显，G(p) = nb(1, p)。当然，也有一种替代的定义，
就是令变量为恰好成功 r 次之前的失败次数，这也很简单地比前面的定义
要小一个 r。
那么它的分布律应该是：

P (X = k) =

(
k − 1

r − 1

)
pr(1− p)k−r, k = r, r + 1, · · ·

负二项就得名于此。负二项分布可用于过度离散（方差大于均值）的计
数数据建模，是泊松分布的一种推广。取极限之后，失败次数形式的负二项
分布也会像二项分布一样趋近一个泊松分布。
设 Y + r ∼ nb (r, 1− p)，且假设 r → ∞ 时 r(1− p) → λ 。则有：

lim
r→∞

P (Y = y) = lim
r→∞

(
r + y − 1

y

)
pr(1− p)y

= lim
r→∞

∏y−1
i=0 (r + i)

y!

(
1− λ

r

)r (
λ

r

)y

= lim
r→∞

ry

y!

y−1∏
i=0

(
1 +

i

r

)(
1− λ

r

)r
λy

ry

=
λy

y!
lim
r→∞

y−1∏
i=0

(
1 +

i

r

)
· lim
r→∞

(
1− λ

r

)r

=
λye−λ

y!
.

当然我们让 p → 1 也有同样的结论。
另一种看法是，由于几何分布的无记忆性，我们可以把它视为 r 个独

立的服从 G(p) 的随机变量之和。它很清晰地就具有可加性了：若 X1 ∼
nb(r1, p), X2 ∼ nb(r2, p) 且相互独立，则 X1 +X2 ∼ nb(r1 + r2, p)。
于是就不难得到 E(X) = r

p
，D(X) = r(1−p)

p2 。

5.1.8 超几何分布

超几何分布描述的是不放回抽样中抽到特定类别物品数量的概率分布。
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设有总数为 N 的总体，其中包含 M 个“成功”物品，其余 N−M 个
为“失败”物品。从中不放回地随机抽取 n 个物品，n ≤ N。令随机变量
X 表示在这 n 个物品中“成功”物品的数量，则 X 服从超几何分布，记作
X ∼ H(n,M,N)。

它的分布律就是：

P (X = k) =

(
M
k

)(
N−M
n−k

)(
N
n

)
超几何分布因超几何级数得名。(

M
k

)(
N−M
n−k

)(
N
n

) =
(−n)k(−M)k

k!(N −M − n+ 1)k

(
N−M

n

)(
N
n

)
这里的 xk 指的是 k 次上升幂，也就是 x(x+1) · · · (x+ k− 1)。这就是超几
何级数中的一项。
从直觉上来说，当总体容量 N 很大时，无放回抽样可以近似为有放

回抽样，事情也确实是这样的。设 X ∼ H(n,M,N)，当 N → ∞ 时，若
M
N

→ p，则有：

lim
N→∞

P (X = k) = lim
N→∞

(
M
k

)(
N−M
n−k

)(
N
n

)
= lim

N→∞

1
k!

∏k−1
i=0 (M − i) · 1

(n−k)!

∏n−k−1
j=0 (N −M − j)

1
n!

∏n−1
l=0 (N − l)

=

(
n

k

)
lim

N→∞

∏k−1
i=0 (M − i) ·

∏n−k−1
j=0 (N −M − j)∏n−1

l=0 (N − l)

=

(
n

k

)
lim

N→∞

[
k−1∏
i=0

M − i

N − i
·
n−k−1∏
j=0

N −M − j

N − k − j

]

=

(
n

k

) k−1∏
i=0

lim
N→∞

M − i

N − i
·
n−k−1∏
j=0

lim
N→∞

N −M − j

N − k − j

=

(
n

k

) k−1∏
i=0

M

N
·
n−k−1∏
j=0

(
1− M

N

)

=

(
n

k

)(
M

N

)k (
1− M

N

)n−k

.

它确实逼近一个二项分布，当然我也可以进一步让其逼近泊松分布。类
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似二项分布和多项分布，我也可以将其推广为多项超几何分布，这里就不再
展开了。
它的均值与有放回的情况惊人地一致：

E(X) =
∑
k

k

(
M
k

)(
N−M
n−k

)(
N
n

)
= M

∑
k

(
M−1
k−1

)(
N−M
n−k

)(
N
n

)
= M

(
N−1
n−1

)(
N
n

)
= n

M

N

而方差则相差一个因子：

D(X) = E(X2)− (E(X))2

=
∑
k

k2

(
M
k

)(
N−M
n−k

)(
N
n

) − n2M2

N2

=
∑
k

k(k − 1)

(
M
k

)(
N−M
n−k

)(
N
n

) +
∑
k

k

(
M
k

)(
N−M
n−k

)(
N
n

) − n2M2

N2

= M(M − 1)
∑
k

(
M−2
k−2

)(
N−M
n−k

)(
N
n

) +
nM

N
− n2M2

N2

= M(M − 1)

(
N−2
n−2

)(
N
n

) +
nM

N
− n2M2

N2

=
n(n− 1)M(M − 1)

N(N − 1)
+

nM

N
− n2M2

N2

= n
M

N
(1− M

N
)
N − n

N − 1

这个因子 N−n
N−1

也被称为有限总体校正因子。

5.2 连续分布

和处理离散分布一样，掌握一些积分恒等式是有益的。善用 Γ 函数可
以让生活大部分变得更美好。
关于 Γ 函数，我们需要了解的基本就是下面这几件事：
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定义：

Γ(s) =

∫ +∞

0

ts−1e−tdt

递推性质：

Γ(s+ 1) =

∫ +∞

0

tse−tdt

= −
∫ +∞

0

tsd(e−t)

= −
[
tse−t

]+∞
0

+

∫ +∞

0

e−td(ts)

= s

∫ +∞

0

ts−1e−tdt = sΓ(s)

余割恒等式
Γ(s)Γ(1− s) =

π

sinπs

特殊值
Γ(1) = 1, Γ(

1

2
) =

√
π

进一步应用递推性质，就有：

Γ(n+ 1) = n!, Γ

(
n+

1

2

)
=

(2n)!

4nn!

√
π, n ∈ N

实际上最初 Γ 函数就是作为阶乘的解析延拓而出现的。
作为补充，Beta 函数也有大用。Beta 函数定义为

B(a, b) =
Γ(a)Γ(b)

Γ(a+ b)
=

∫ 1

0

ta−1(1− t)b−1dt

这里并不打算给出这两个定义等价的证明。

5.2.1 均匀分布

毫无疑问，连续分布中最简单的就是均匀分布了。均匀分布描述了一个
随机变量在某个区间内取值的概率处处相等的分布。随机变量 X 服从区间
[a, b] 上的均匀分布记作 X ∼ U(a, b)。其概率密度函数为：

fX(x) =

 1
b−a

a ≤ x ≤ b,

0 ��
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几乎没有任何可说的，不过需要注意的是，一定不能忘记随机变量在区
间 [a, b] 外取值为 0 这一事实。
它的累积分布函数是

FX(x) =


0 x < a

x−a
b−a

a ≤ x ≤ b

0 x > b

它的均值为 a+b
2
，方差为 (b−a)2

12
。

它值得称道的一点是，可以通过对 U(0, 1) 进行变换来得到任意分布的
随机变量。令 X 为随机变量，FX 为其累积分布函数。如果 FX 严格单调
递增（也就是连续且可逆），则 FX(X) ∼ U(0, 1)。反过来，若 U ∼ U(0, 1)，
F−1
X (U) 服从原分布 FX。其证明是浪费笔墨的。利用它可以通过均匀分布
生成几乎任意分布的随机数。

5.2.2 指数分布

指数分布非常类似离散的几何分布，就像伯努利试验和泊松过程的类
比。随机变量 X 服从指数分布记作 X ∼ Exp(θ)。

指数分布的概率密度函数是

fX(x) =

 1
θ
e−

x
θ x ≥ 0

0 x < 0

累积分布函数是

FX(x) =

1− e−
x
θ x ≥ 0

0 x < 0

注意，有另一种等价的定义是 λe−λx 的形式，它和我们的定义只相差一个
倒数关系，不过我们不在这里使用这种定义。
同样，它也是唯一具有无记忆性的连续分布。对于 t1, t2 ≥ 0，

P (X > t1 + t2|X > t1) = P (X > t2)

当然这也是因为

P (X > t) =

∫ +∞

t

1

θ
e−

x
θ dx = e−

t
θ , t ≥ 0
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它的均值

E(X) =

∫ +∞

−∞
xfX(x)dx

=

∫ +∞

0

x

θ
e−

x
θ dx

= θ

∫ +∞

0

ue−udu u =
x

θ

= θΓ(2) = θ

方差

D(X) = E(X2)− (E(X))2

=

∫ +∞

−∞
x2fX(x)dx− θ2

=

∫ +∞

0

x2

θ
e−

x
θ dx− θ2

= θ2
∫ +∞

0

u2e−udu− θ2 u =
x

θ

= θ2Γ(3)− θ2 = θ2

在前面关于的泊松分布的问题中，如果说事件发生的次数服从泊松分
布，那么相邻两个事件的间隔服从指数分布，反过来也是一样的，这就是泊
松过程。

5.2.3 Erlang 分布

爱尔朗分布是和指数分布密切相关的一种分布。如果相互独立的随机
变量 X1, . . . , Xn 都服从 Exp(θ)，那么我们称它们的和 X =

∑n
i=1 Xi 服从

爱尔朗分布，记作 X ∼ Erlang(n, θ)。
它的概率密度函数是

fX(x) =

xn−1e−
x
θ

θn(n−1)!
x ≥ 0

0 x < 0
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你会发现这个式子和 s 取整数的 Γ 函数几乎相同。它确实是我们后面会提
到的 Gamma 分布的特例。指数分布也就是 n = 1 的特例。
我们可以用卷积公式归纳验证它的正确性，不过这不是最简单的方法，

因为用傅里叶变换做卷积才快。
由定义可以看出它的可加性，这里姑且验证一下，顺带把上面的式子验

证了。令 X ∼ Erlang(n1, θ)，Y ∼ Erlang(n2, θ)，X,Y 独立，Z = X +Y。
那么有：

fZ(z) =

∫ +∞

−∞
fX(t)fY (z − t)dt

=

∫ z

0

tn1−1e−
t
θ

θn1(n1 − 1)!

(z − t)n2−1e−
z−t
θ

θn2(n2 − 1)!
dt

=
e−

z
θ

θn1+n2(n1 − 1)!(n2 − 1)!

∫ z

0

tn1−1(z − t)n2−1dt

=
zn1+n2−1e−

z
θ

θn1+n2(n1 − 1)!(n2 − 1)!

∫ 1

0

un1−1(1− u)n2−1du t = zu

=
zn1+n2−1e−

z
θ

θn1+n2(n1 − 1)!(n2 − 1)!
B(n1, n2)

=
zn1+n2−1e−

z
θ

θn1+n2(n1 − 1)!(n2 − 1)!

(n1 − 1)!(n2 − 1)!

(n1 + n2 − 1)!

=
zn1+n2−1e−

z
θ

θn1+n2(n1 + n2 − 1)!

由定义，我们可以知道其均值 E(X) = nθ，方差 D(X) = nθ2。
它就是独立指数分布的叠加，在强度为 1

θ
的泊松过程中，第 n 个事件

发生的等待时间服从 Erlang(n, θ)。

5.2.4 正态分布

正态分布可谓是概率统计中最重要的分布了。它有非常多良好的性质，
中心极限定理更是奠定了其无可动摇的地位。随机变量 X 服从正态分布记
为 X ∼ N(µ, σ2)。这两个参数分别叫做正态分布的位置参数和尺度参数的
平方。
正态分布的概率密度函数是
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fX(x) =
1√
2πσ

e−
(x−µ)2

2σ2

这是一个奇特的式子，它的核心是一个高斯积分。我们不难做一个变量
代换 U = X−µ

σ
，这样就有

fU (u) =
1√
2π

e−
u2

2

这就表明 U ∼ N(0, 1)。这种正态分布被称为标准正态分布。由于这种变
换的存在，我在下面基本只用讨论标准正态分布了。我们可以反过来根据
这一事实得出正态分布的线性变换性质。若 X ∼ N(µ, σ2)，则 a + bX ∼
N(a+ bµ, b2σ2)。
标准正态分布的图形是这样的：

−4 −3 −2 −1 1 2 3 4

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

x

y

标准正态分布

正态分布的累积分布函数没有初等的解析式形式，不过姑且有一些不
错的性质。我们记标准正态分布的累计分布函数为 Φ(x)，那么有：

Φ(x) =

∫ x

−∞

1√
2π

e−
t2

2 dt

=

∫ +∞

−x

1√
2π

e−
u2

2 du u = −t

=

∫ +∞

−∞

1√
2π

e−
u2

2 du−
∫ −x

−∞

1√
2π

e−
u2

2 du

= 1− Φ(−x)

代入 x = 0，就有 Φ(0) = 1
2
。
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虽然没有初等形式，但是我们有一个级数表达式：

Φ(x) =

∫ x

−∞

1√
2π

e−
t2

2 dt

=

∫ 0

−∞

1√
2π

e−
t2

2 dt+

∫ x

0

1√
2π

e−
t2

2 dt

=
1

2
+

1√
2π

∫ x

0

e−
t2

2 dt

=
1

2
+

1

2
√
π

∫ x2

2

0

u− 1
2 e−udu u =

t2

2

右边很像 Γ 函数，但是被不幸截断了！不过对 e−u 做级数展开就好了：

=
1

2
+

1

2
√
π

∫ x2

2

0

u− 1
2 e−udu

=
1

2
+

1

2
√
π

∫ x2

2

0

u− 1
2

+∞∑
n=0

(−1)nun

n!
du

=
1

2
+

1

2
√
π

+∞∑
n=0

(−1)n

n!

∫ x2

2

0

un− 1
2 du

=
1

2
+

1

2
√
π

+∞∑
n=0

(−1)n

n!
(
n+ 1

2

) (x2

2

)n+ 1
2

=
1

2
+

1√
π

+∞∑
n=0

(−1)nx2n+1

n!(2n+ 1)(
√
2)2n+1

我们把后面这部分拿出来，定义为误差函数

Erf(x) =
2√
π

∫ x

0

e−t2dt

注意，它和我们正态分布在指数上差一个 2！不过古人就是这么定义的，重
新定义一个只会造成混乱。其级数展开于是就是

Erf(x) =
2√
π

+∞∑
n=0

(−1)nx2n+1

n!(2n+ 1)

有了 Erf，刚才我们的式子就可以写成：

Φ(x) =
1

2

(
1 + Erf

(
x√
2

))
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我们可以快乐地计算标准正态分布的均值，然后一般的正态分布就呼
之欲出了：

E(X) =

∫ +∞

−∞
x

1√
2π

e−
x2

2 dx

=

∫ +∞

0

x
1√
2π

e−
x2

2 dx−
∫ +∞

0

x
1√
2π

e−
x2

2 dx

=
Γ(1)√
2π

− Γ(1)√
2π

= 0

我为什么不用奇函数对称区间积分得 0？因为这是广义积分，两边的极限不
是对称取得的。对称取得到的是柯西主值，它只在两边都收敛的情况下和广
义积分相等。所幸它在这里确实是正确的，但是不加考虑地使用会在柯西分
布被偷袭！
标准正态分布的方差：

D(X) = E(X2)− (E(X))2

=

∫ +∞

−∞
x2 1√

2π
e−

x2

2 dx

= 2

∫ +∞

0

x2 1√
2π

e−
x2

2 dx

=
2√
π

∫ +∞

0

u
1
2 e−udu u =

x2

2

=
2√
π
Γ

(
3

2

)
= 1

于是对于一般的正态分布，如果 Y ∼ N(µ, σ2)，也就是 Y−µ
σ

∼ N(0, 1)，
那么 E(Y ) = µ,D(Y ) ∼ σ2。它们被称为位置参数和尺度参数的平方也就很
合理了。
我们可以把结论推广到标准正态分布任意阶原点矩。首先，它的任意阶

矩都是存在的。
它的奇数阶矩都可以用刚才处理均值的方法得到 0。它的偶数阶矩就需
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要稍加计算了，让我们算下 2m 阶原点矩：

µ2m =

∫ +∞

−∞
x2m 1√

2π
e−

x2

2 dx

= 2

∫ +∞

0

x2m 1√
2π

e−
x2

2 dx

=
2m√
π

∫ +∞

0

um− 1
2 e−udu u =

x2

2

=
2m√
π
Γ

(
m+

1

2

)
=

2m√
π

(2m)!

4mm!

√
π

=
(2m)!

2mm!

另一种写法是双阶乘 (2m− 1)!!，即 (2m− 1)(2m− 3) · · · 1。
正态分布是一种稳定的分布，或者说独立的正态分布具有可加性。令

X1 ∼ N(µ1, σ
2
1), X2 ∼ N(µ2, σ

2
2)，如果他们独立，则 Y = X1 + X2 ∼

N(µ1 + µ2, σ
2
1 + σ2

2)。注意是平方的和，不是和的平方。证明如下：

fY (y) =

∫ +∞

−∞
fX1

(t)fX2
(y − t)dt

=

∫ +∞

−∞

1√
2πσ1

e
− (t−µ1)2

2σ2
1

1√
2πσ2

e
− (y−t−µ2)2

2σ2
2 dt

=
1

2πσ1σ2

∫ +∞

−∞
Exp

(
−(t− µ1)

2

2σ2
1

− (y − t− µ2)
2

2σ2
2

)
dt

看上去不是很简单，但是事实上这里没有什么困难，主要是配平方。为
了方便，设 A = 1

2σ2
1
，B = 1

2σ2
2
，则有

−A(t− µ1)
2 −B(y − t− µ2)

2

= −(A+B)

[
t− Aµ1 +B(y − µ2)

A+B

]2
− (y − µ1 − µ2)

2

2(σ2
1 + σ2

2)

= −(
σ2
1 + σ2

2

σ2
1σ

2
2

)

[
t− σ2

2µ1 + σ2
1(y − µ2)

σ2
1 + σ2

2

]2
− (y − µ1 − µ2)

2

2(σ2
1 + σ2

2)
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我们先把 σ2
1+σ2

2

2σ2
1σ

2
2
称为 k，

[
t− σ2

2µ1+σ2
1(y−µ2)

σ2
1+σ2

2

]2
称为 d。代回到原式，我

们得到：

fY (y) =
1

2πσ1σ2

e
− (y−(µ1+µ2))2

2(σ2
1+σ2

2)

∫ +∞

−∞
e−k(t−d)2dt

=
1

2πσ1σ2

e
− (y−(µ1+µ2))2

2(σ2
1+σ2

2)

√
π

k

=
1

2πσ1σ2

e
− (y−(µ1+µ2))2

2(σ2
1+σ2

2)

√
πσ2

1σ
2
2

2(σ2
1 + σ2

2)

=
1

√
2π
√
σ2
1 + σ2

2

e
− (y−(µ1+µ2))2

2(σ2
1+σ2

2)

对任意有限多个独立的正态分布也有这样的性质。

5.2.5 多元正态分布

多个正态变量的联合概率分布是有点说法的，我们只需要掌握它们的
均值向量和协方差矩阵，它们之间的关系就可以把握了。
我们先给出多元正态分布的定义，再给出我们这样做的合理性。随机向

量 X = (X1, . . . , Xn)
T，服从多元正态分布记作 X ∼ Nn(µ,Σ)，其中 Σ 是

一个正定对称矩阵。其概率密度为：

fX(x) =
1

(2π)
n
2

√
detΣ

e−
1
2 (x−µ)TΣ−1(x−µ)

边缘分布正态性 这样定义自然是有内在的合理性的。首先它的每个边缘
分布都是正态分布：
将 X 分块为

X =

(
X1

X(2)

)
, µ =

(
µ1

µ(2)

)
, Σ =

(
σ11 rT

r Σ22

)
,

其中 r = Cov(X1,X(2)) 为 (n− 1)× 1 向量。
根据分块矩阵求逆公式，有

(x−µ)TΣ−1(x−µ) =
(x1 − µ1)

2

σ11

+
(
x(2)−µ(2)−x1−µ1

σ11
r
)T

Σ−1
22|1
(
x(2)−µ(2)−x1−µ1

σ11
r
)
,
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其中 Σ22|1 = Σ22 −
1

σ11

rrT。
X1 的边缘概率密度为

fX1
(x1) =

∫
Rn−1

fX(x1, x(2)) dx(2)

=
1

(2π)n/2
√

detΣ
exp
[
−(x1 − µ1)

2

2σ11

] ∫
Rn−1

exp
[
−1

2
Q(x(2);x1)

]
dx(2),

其中

Q(x(2);x1) =
(
x(2) − µ(2) − x1−µ1

σ11
r
)T

Σ−1
22|1
(
x(2) − µ(2) − x1−µ1

σ11
r
)
.

这就是剥离第一行第一列成分后得到的二次型
对 x(2) 的积分是多元正态 N

(
µ(2) +

x1−µ1

σ11
r, Σ22|1

)
的归一化积分：∫

Rn−1

exp
[
−1

2
Q(x(2);x1)

]
dx(2) = (2π)(n−1)/2

√
detΣ22|1.

代入并利用行列式公式 detΣ = σ11 · detΣ22|1，得

fX1
(x1) =

1

(2π)n/2
√
σ11 detΣ22|1

exp
[
−(x1 − µ1)

2

2σ11

]
· (2π)(n−1)/2

√
detΣ22|1

=
1√

2πσ11

exp
[
−(x1 − µ1)

2

2σ11

]
.

这正是 N(µ1, σ11) 的概率密度函数。

可逆线性变换不变性 多元正态分布还有一个很好的性质，即线性变换不
变性。若 X ∼ Nn(µ,Σ)，线性变换 A : Rn → Rm 为满射，b 为常向量，则
AX + b ∼ Nm(Aµ+ b, AΣAT )。
我们先证明一个弱一点的结论，即 n = m 的情况，也就是 A 是一个

Rn 的线性自同构。不过这里我们仍然可以类比一元时的思路：我们可以把
任意正态分布做线性变换变成标准正态分布，把标准正态分布变成任何正
态分布。在多元的情况下，具有标准正态分布地位的这个分布是 Nn(0, In)。
由于 Σ 是一个正算子，所以我可以得出其唯一的正平方根分解

√
Σ。和一

元的情况简直如出一辙，令 U = (
√
Σ)−1(X −µ) 就有了！这是可逆的情况，

所以用超棒的变量代换公式就可以验证。反过来，我刚才给出的变换也是可
逆的，这可太棒了。
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协方差 插上一嘴，U ∼ Nn(0, In) 这个分布的诸分量是相互独立的，证明
也是直接的，因为 xT I−1

n x 就是
∑n

i=1 x
2
i，很容易被拆开。类似而更一般地，

如果 Σ 是个对角矩阵，诸分量也是独立的。我们也就可以把 Nn(0, In) 叫做
独立标准正态分布。
甚至更进一步地，这告诉我们 Σ 恰好就是 Cov(X)。按刚才的推导，

X = µ+
√
ΣU，其中 U ∼ Nn(0, In)，于是乎

Cov(X) = E((X − µ)(X − µ)T )

= E((
√
ΣU)(

√
ΣU)T )

=
√
ΣE(UUT )

√
Σ

T

=
√
ΣIn

√
Σ

T

= Σ

独立性的等价条件 关于多元正态分布，还有更好的性质：两个边缘分布不
相关当且仅当两个边缘分布独立。这一结论推广到任意多个变量也是成立
的。我们下面证明更困难的那个方向：
设 X ∼ Nn(µ,Σ)。将 X 分成两个子向量 X1,X2。设 Σ12 = 0，我们来

证明 X1 与 X2 独立。
由于 Σ12 = 0，协方差矩阵为分块对角矩阵：

Σ =

(
Σ11 0
0 Σ22

)
.

其逆矩阵为

Σ−1 =

(
Σ−1

11 0
0 Σ−1

22

)
.

行列式为
detΣ = detΣ11 · detΣ22.
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X 的联合概率密度为

fX(x) =
1

(2π)n/2|Σ|1/2
exp
[
−1

2
(x − µ)⊤Σ−1(x − µ)

]
=

1

(2π)p/2|Σ11|1/2
exp
[
−1

2
(x1 − µ1)

⊤Σ−1
11 (x1 − µ1)

]
· 1

(2π)q/2|Σ22|1/2
exp
[
−1

2
(x2 − µ2)

⊤Σ−1
22 (x2 − µ2)

]
= fX1

(x1) · fX2
(x2)

这正是 X1 的边缘概率密度 fX1
(x1) 与 X2 的边缘概率密度 fX2

(x2) 的乘积！
二者独立。

更一般的情况：满线性映射不变性 现在考虑一般的满射线性映射 A :

Rn → Rm。我们可以将 AX + b 分解为三个线性变换的复合：
1. 标准化： X 7→ U = (

√
Σ)−1(X − µ)，得到 Nn(0, In)。

2. 投影：由于 U 的分量独立同分布 N(0, 1)，取它的前 m 个分量
Um = (U1, . . . , Um)T 即得到 Nm(0, Im)。更一般地，满射 A 作用在 X 上相
当于作用在 U 上：

AX + b = A(µ+
√
ΣU) + b = (Aµ+ b) +A

√
ΣU.

记 Ã = A
√
Σ ∈ Rm×n，则 ÃU 是独立标准正态变量的线性组合。

3. 重新参数化： ÃU ∼ Nm(0, ÃÃT )，且

ÃÃT = A
√
Σ(A

√
Σ)T = AΣAT .

于是
AX + b ∼ Nm(Aµ+ b, AΣAT ).

这个分解展示了：任意多元正态分布的线性变换只是对独立标准正态
变量做线性组合，从而结果仍是多元正态。

标准独立正态的正交变换不变性 对标准独立正态分布应用正交变换 Q，还
有更好的结果。若 X ∼ Nn(0, In)，则有 QX ∼ Nn(Q0, QInQ

T ) = Nn(0, In)。
也就是说正交变换保持标准独立正态分布不变。
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服从多元正态分布的等价条件 这一结论应用在 Rn 上的线性泛函时有奇
效。正向结论是成立的，反向结论也是成立的！就是说：X = (X1, . . . , Xn)

T

服从多元正态分布当且仅当对于任意线性泛函 ϕ : Rn → R，随机变量 ϕ(X)

服从一元正态分布。
反方向的证明如下：

证明. 由 Riesz 表示定理，任意线性泛函 ϕ 都可以表示成和某个向量 v 的
内积，即 ϕ(X) = cTX。
按前面的结论，我们可以猜想它其实就服从Nn(µ,Σ)，其中 µ = E(X),Σ =

Cov(X)，但是要证明它还是需要一点技巧的。
我们可以先尝试构造相互独立的正态变量，然后再达到它。因为我们知

道：独立的正态分布的联合分布确实是多元独立正态分布（只需要做个简单
的乘法）。
它的线性代数表达就是对 Σ 做谱分解得到 QΛQT，这里 Q 是正交的，

Λ 是对角的特征值矩阵。我们简单地令 Z = QT (X − µ)，那么它均值为 0，
其协方差

Cov(Z) = Cov(QT (X − µ)) = QTCov(X)Q = QTQΛQTQ = Λ

太好了，Z 各分量是彼此不相关的！我们只需要证明各分量是正态的，
就知道各分量是相互独立的！而我做的变换也确实能保证 Z 诸分量是正态
的：

Zi = eTi Z

= eTi QT (X − µ)

= (Qei)TX − (Qei)Tµ

由假设，(Qei)TX是正态，加上常数仍然正态。于是乎，Z就确定是服从
Nn(0,Λ) 的。X = QZ + µ，于是就有 X ∼ Nn(µ, QΛQT ) = Nn(µ,Σ)。

有了这些性质，我们就能更向前迈进了。

5.2.6 Rayleigh 分布

瑞利分布常用于描述二维向量的模长分布。它在形式上类似于指数分
布的升级版。
若随机变量 X 的概率密度函数为
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fX(x) =


x

σ2
e−

x2

2σ2 , x ≥ 0,

0, x < 0,

其中 σ > 0 为尺度参数，则称 X 服从参数为 σ 的 Rayleigh 分布，记作
X ∼ Rayleigh(σ)。

其累积分布函数为

FX(x) =

1− e−
x2

2σ2 , x ≥ 0,

0, x < 0.

如果随机变量 Y1, Y2均服从N(0, σ2)且相互独立，则 R =
√
Y 2
1 + Y 2

2 ∼
Rayleigh(σ)。
它的均值

E(X) =

∫ +∞

0

x2

σ2
e−

x2

2σ2 dx

=
√
2σ

∫ +∞

0

u
1
2 e−udu u =

x2

2σ2

=
√
2σΓ(

3

2
) = σ

√
π

2

方差

D(X) = E(X2)− (E(X))2

=

∫ +∞

0

x3

σ2
e−

x2

2σ2 dx− σ2π

2

= 2σ2

∫ +∞

0

ue−udu− σ2π

2

= 2σ2Γ(2)− σ2π

2

=
4− π

2
σ2

通信中平坦衰落信道的包络，雷达信号中杂波幅值，风速、海洋波高等
物理量都可以用瑞利分布拟合。

5.2.7 Weibull 分布

韦布尔分布是可靠性工程与生存分析中极为重要的连续分布，它是指
数分布与 Rayleigh 分布的推广，也是三类极值分布之一。
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若随机变量 X 的概率密度函数为

fX(x) =


k

λ

(x
λ

)k−1

e−(x/λ)k , x ≥ 0,

0, x < 0,

其中 k > 0 为形状参数，λ > 0 为尺度参数，则称 X 服从Weibull 分布，记
作 X ∼ Weibull(k, λ)。
其累积分布函数为

FX(x) =


1− e−(x/λ)k , x ≥ 0,

0, x < 0.

可以看到，当 k = 1 时，退化为指数分布 Exp(λ)；当 k = 2 时，即为
Rayleigh 分布 Rayleigh

(
λ√
2

)
；当 k ≈ 3.6 时，分布形状很接近正态分布。

其均值：

E(X) =

∫ +∞

0

k
(x
λ

)k
e−(x/λ)kdx

= λ

∫ +∞

0

u
1
k e−udu u =

(x
λ

)k
= λΓ

(
1 +

1

k

)
其方差：

D(X) = E(X2)− (E(X))2

=

∫ +∞

0

kx
(x
λ

)k
e−(x/λ)kdx− λ2Γ2

(
1 +

1

k

)
= λ2

∫ +∞

0

u
2
k e−udu− λ2Γ2

(
1 +

1

k

)
u =

(x
λ

)k
= λ2

(
Γ

(
1 +

2

k

)
− Γ2

(
1 +

1

k

))
5.2.8 Gamma 分布

Gamma 分布由 Γ 函数标准化而来，也可以作为泊松过程中第 s（非整
数）个事件的等待时间分布的推广
若随机变量 X 的概率密度函数为
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fX(x) =


xs−1e−

x
θ

θsΓ(s)
, x > 0,

0, x ≤ 0,

其中 s > 0 为形状参数，θ > 0 为尺度参数，则称 X 服从 Gamma 分布，记
作 X ∼ Γ(s, θ)。
当 s = 1时，即为指数分布 Exp(θ)；当 s = n（正整数）时，即为 Erlang

分布 Erlang(n, θ)。
Gamma 分布具有可加性，若 X ∼ Γ(s1, θ)，Y ∼ Γ(s2, θ) 且独立，则

X + Y ∼ Γ(s1 + s2, θ)。这一证明和前面 Erlang 分布的可加性如出一辙，只
不过把阶乘换成 Γ 函数就是了。

也很容易推广出其均值 E(X) = sθ，方差 D(X) = sθ2。

5.2.9 Beta 分布

Beta 分布是定义在区间 (0, 1) 上的连续分布，由 Beta 函数标准化而
来。
若随机变量 X 的概率密度函数为

fX(x) =


xα−1(1− x)β−1

B(α, β)
, 0 < x < 1,

0, 其他,

其中 α > 0，β > 0 为形状参数，则称 X 服从 Beta 分布，记作 X ∼
Beta(α, β)。
其均值

E(X) =

∫ 1

0

xα(1− x)β−1

B(α, β)
dx

=
B(α+ 1, β)

B(α, β)
=

α

α+ β
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方差

D(X) = E(X2)− (E(X))2

=

∫ 1

0

xα+1(1− x)β−1

B(α, β)
dx− α2

(α+ β)2

=
B(α+ 2, β)

B(α, β)
− α2

(α+ β)2

=
αβ

(α+ β)2(α+ β + 1)

从 Beta 函数的定义就能很自然得出：若 Y1 ∼ Γ(α, 1)，Y2 ∼ Γ(β, 1) 且
独立，则

X =
Y1

Y1 + Y2

∼ Beta(α, β).

Beta 分布可以用来描述顺序统计量的分布：
对于 U(1), . . . , U(n) 为来自 U(0, 1)的次序统计量（即我们从小到大排了

个序），有 U(k) ∼ Beta(k, n− k + 1)。这也是因为 Beta 函数就可以理解为
组合数的一种解析延拓。

5.2.10 Cauchy 分布

柯西分布一般是作为一个经典反例而出现的。我们记随机变量 X 服从
柯西分布为 X ∼ Cauchy(a, b)。a 和 b 分别被称为位置参数和尺度参数。
柯西分布的概率密度函数是：

fX(x) =
1

bπ

1

1 + (x−a
b
)2

令 a = 0, b = 1 就得到标准柯西分布 1
π

1
1+x2。显然任意柯西分布

X ∼ Cauchy(a, b) 可以通过变量代换得出 a+ bX ∼ Cauchy(0, 1)。
它最显著的性质就是：没有均值！不妨对标准柯西分布尝试一下：∫ ∞

−∞
x
1

π

1

1 + x2
dx

看上去是个奇函数，可以直接对称区间积分得零。但这是广义积分。任
意一边拿出来积分都不收敛：

1

π

x

1 + x2
>

1

πx

后面的几个经典不等式和大数定律也将与它无缘。
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不过蛮好，柯西分布稳定可加。令X ∼ Cauchy(a1, b1), Y ∼ Cauchy(a2, b2)，
X,Y 独立则有 X + Y ∼ Cauchy(a1 + a2, b1 + b2)。如果缺乏复分析技巧的
话，仅用积分技巧很难得到这个结论。而使用复分析的手法来计算的话，思
路非常简单，只是有一些烦人的代数化简，所以这里就姑且跳过证明。真正
好使的处理方法是用特征函数。
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6 经典定理

6.1 马尔可夫不等式

该不等式不要求方差存在，只需非负性与期望存在。其形式简单但威力
强大，是后续更精细不等式的基础。马尔可夫不等式给出了非负随机变量超
出某正数的概率上界。

定理 4 (马尔可夫不等式). 设 X 为非负随机变量（即 P (X ≥ 0) = 1），且
均值 E(X) 存在。则对任意实数 a > 0，有

P (X ≥ a) ≤ E(X)

a
.

证明. 证明是非常简单直接的。这里用连续的形式表示，离散的情况是类似
的。

P (X ≥ a) =

∫ +∞

a

f(x)dx

≤
∫ +∞

a

x

a
f(x)dx

≤
∫ +∞

0

x

a
f(x)dx =

E(X)

a

6.2 切比雪夫不等式

切比雪夫不等式利用方差对随机变量偏离其均值的程度给出概率上界。

定理 5 (切比雪夫不等式). 设随机变量 X 的数学期望 E(X) = µ 和方差
D(X) = σ2 均存在（σ2 > 0）。则对任意实数 k > 0，有

P (|X − µ| ≥ ϵ) ≤ σ2

ϵ2
.

证明. 对非负随机变量 (X − µ)2 应用马尔可夫不等式，取 a = ϵ2，得

P
(
(X − µ)2 ≥ ϵ2

)
≤ E((X − µ)2)

ϵ2
=

σ2

ϵ2
.
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该不等式给出了分布未知时偏差概率的保守估计。特别地，取 ϵ = mσ

可得 P (|X − µ| ≥ mσ) ≤ 1
m2。它表明方差越小，随机变量越集中在均值附

近。
如果此时 σ = 0，那么 P (X = µ) = 1，也就是 X 几乎处处为常数！

6.3 弱大数定律

弱大数定律描述了独立同分布随机变量序列的样本均值依概率收敛于
总体均值的经典结论。

定理 6 (弱大数定律). 设 X1, X2, . . . , Xn, . . . 是独立同分布的随机变量序
列，且 E(Xi) = µ，D(Xi) = σ2 < ∞。记样本均值为

Xn =
1

n

n∑
i=1

Xi.

则对任意 ε > 0，有

lim
n→∞

P
(∣∣Xn − µ

∣∣ ≥ ε
)
= 0.

即 Xn 依概率收敛于 µ，记作 Xn
P−→ µ。

证明. 由独立同分布性，

E(Xn) = µ, D(Xn) =
σ2

n
.

对 Xn 应用切比雪夫不等式得

P
(∣∣Xn − µ

∣∣ ≥ ε
)
≤ D(Xn)

ε2
=

σ2

nε2
.

令 n → ∞，右端趋于 0，即得

lim
n→∞

P
(∣∣Xn − µ

∣∣ ≥ ε
)
= 0.

注意这里给出的该定律是方差有限的形式。若去掉方差有限的条件，仅
保留期望存在，仍有一个更一般的弱大数定律（辛钦大数定律），但证明需
用特征函数等工具。
并且注意这里的收敛性是依概率收敛。这里有几种不同的收敛性：依分

布收敛，依概率收敛，几乎必然收敛，均方收敛。强大数定律的收敛是几乎
必然收敛。这几种收敛性的定义和区别如下：
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1. 依分布收敛：分布函数逐点收敛到极限分布函数（在连续点处）。

2. 依概率收敛：随机变量序列与极限随机变量的偏差超过任意给定值的
概率趋于零。

3. 几乎必然收敛：随机变量序列以概率 1 收敛到极限随机变量。

4. 均方收敛：随机变量序列与极限随机变量的均方差趋于零。

它们之间的强弱关系为：

几乎必然收敛 =⇒ 依概率收敛 =⇒ 依分布收敛,

均方收敛 =⇒ 依概率收敛.

收敛强弱关系的证明就不在这里给出了。
这一大数定律也给出了伯努利大数定律，联系概率与频率的理论基础。

定理 7 (伯努利大数定律). 设 nA 为 n 次独立伯努利试验中事件 A 发生的
次数，每次试验中 A 发生的概率为 p（0 < p < 1）。则对任意 ε > 0，有

lim
n→∞

P
(∣∣∣nA

n
− p
∣∣∣ ≥ ε

)
= 0.

即事件 A 发生的频率 fA = nA

n
依概率收敛于其概率 p。

7 中心极限定理

中心极限定理是概率论中最重要的定理之一，它揭示了大量独立（得有
均值方差）随机变量和的标准化形式依分布收敛于标准正态分布的规律。

7.1 矩母函数和特征函数（傅里叶变换）

要严格证明中心极限定理，我们需要引入刻画随机变量分布特征的工
具——矩母函数和特征函数。

矩母函数 设随机变量 X 的分布函数为 FX(x)。若存在 h > 0，使得对任
意 |t| < h，期望 E(etX) 存在，则称

MX(t) = E(etX) =

∫ +∞

−∞
etxdFX(x)
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为 X 的矩母函数。
事实上另一个等价的定义才是其得名的原因：

MX(t) =

∫ +∞

−∞
etxdFX(x)

=

∫ +∞

−∞

+∞∑
n=0

(tx)n

n!
dFX(x)

=
∞∑

n=0

tn

n!

∫ +∞

−∞
xndFX(x)

=
∞∑

n=0

µnt
n

n!

如果它的各阶矩存在的话，这就是其各阶矩给出的一个泰勒级数。
有一件好事是，若两个随机变量的矩母函数在包含 0 某个区间内相等，

则它们服从同一分布。这事实上就是解析函数的性质使然。至于为什么包含
0 呢？因为在 t = 0 处，矩母函数的诸阶导数就是诸阶矩。
然而，仅凭矩相等（而不假定矩母函数在 0 点邻域存在）并不能保证分

布相同。著名的反例由 Stieltjes 和 Heyde 给出：
考虑密度函数

f0(x) =
1√
2π

x−1e−(ln x)2/2, x > 0,

以及对于 α ∈ [−1, 1]，

fα(x) = f0(x)
[
1 + α sin(2π lnx)

]
, x > 0.

这些分布具有以下性质：

• 对任意 α ∈ [−1, 1]，fα(x) 是合法的概率密度函数（非负且归一）。

• 所有 fα 对应的分布具有完全相同的各阶矩：∫ ∞

0

xkfα(x)dx = ek
2/2, k = 0, 1, 2, . . .

• 但当 α 6= 0 时，fα 与 f0 是不同的分布。

这个反例之所以成立，是因为这些分布的矩母函数 M(t) = E(etX) 在
t > 0 时不收敛（矩增长太快，E(etX) = ∞ 对任意 t > 0），因此定理中“矩
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母函数在包含 0 的区间内存在”的条件不满足。此时仅凭矩序列无法唯一
确定分布。
这一现象也出现在具有本性奇点的复变函数中：尽管函数在某点所有

导数都相同（对应矩相等），但函数本身在该点邻域内可能有不同的解析延
拓（对应不同分布）。解析性始终是这个问题的关键。
不过在性质良好的分布情况下，我们有更精彩的结论：卷积定理。如果

随机变量 X,Y 相互独立，且矩母函数分别为MX(t),MY (t)，则 Z = X+Y

的矩母函数就有 MZ(t) = MX(t)MY (t)。我在这里给出一个连续情况的证
明：

MZ(t) =

∫ +∞

−∞
etzfZ(z)dz

=

∫ +∞

−∞
etz
(∫ +∞

−∞
fX(τ)fY (z − τ)dτ

)
dz

=

∫ +∞

−∞
etτfX(τ)

(∫ +∞

−∞
et(z−τ)fY (z − τ)dz

)
dτ

=

∫ +∞

−∞
etτfX(τ)

(∫ +∞

−∞
etufY (u)du

)
dτ u = z − τ

=

(∫ +∞

−∞
etτfX(τ)dτ

)(∫ +∞

−∞
etufY (u)du

)
= MX(t)MY (t)

特征函数 坏消息是，矩母函数不一定收敛。不过好消息是，我们在实的解
析性难以取得的时候，可以考虑转向复的解析性。
设随机变量 X 的分布函数为 FX(x)，称

ϕX(t) = E(eitX) =

∫ +∞

−∞
eitxdFX(x)

为 X 的特征函数。
特征函数的好处是：对任意随机变量 X 和任意 t ∈ R，有 |eitX | = 1，

故 |E(eitX)| ≤ 1，特征函数总是存在。
而且显然它存在就具有解析性，因为指数就是解析的。于是就有特征函

数与分布函数一一对应。只要在包含 0 的足够稠密的区间上两个特征函数
处处相等，则两个分布也相等。我们可以找出一种从特征函数反过来求分布
的逆变换，不过我们先把它放在后面。

58



如果矩都收敛的话，这是个复的泰勒级数：

ϕX(t) =

∫ +∞

−∞
eitxdFX(x)

=
∞∑

n=0

(it)n

n!

∫ +∞

−∞
xndFX(x)

=
∞∑

n=0

µni
n t

n

n!

此时能求导得回 µk = i−kϕ
(k)
X (0)。

眼尖的朋友会发现，这不就是傅里叶变换吗（不过差了一个符号）？掏
出我们的二重积分来验证，卷积定理仍然成立。如果随机变量 X,Y 相互
独立，且特征函数分别为 ϕX(t), ϕY (t)，则 Z = X + Y 的特征函数就有
ϕZ(t) = ϕX(t)ϕY (t)。

ϕZ(t) =

∫ +∞

−∞
eitzfZ(z)dz

=

∫ +∞

−∞
eitz

(∫ +∞

−∞
fX(τ)fY (z − τ)dτ

)
dz

=

∫ +∞

−∞
eitτfX(τ)

(∫ +∞

−∞
eit(z−τ)fY (z − τ)dz

)
dτ

=

∫ +∞

−∞
eitτfX(τ)

(∫ +∞

−∞
eitufY (u)du

)
dτ u = z − τ

=

(∫ +∞

−∞
eitτfX(τ)dτ

)(∫ +∞

−∞
eitufY (u)du

)
= ϕX(t)ϕY (t)

非常容易归纳到任意多相互独立随机变量，卷积计算大大简化，而且总
能这么做。
傅里叶变换还提醒我们尺度收缩和平移性质，放在一起就是线性变换性

质。若 X 的特征函数为 ϕX(t)，则 Y = a+ bX (b 6= 0) 的特征函数 ϕY (t)
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有：

ϕY (t) =

∫ +∞

−∞
eityfY (y)dy

=

∫ +∞

−∞
eity

1

|b|
fX

(
y − a

b

)
dy

=

∫ +∞

−∞
eit(a+bu)fX(u)du u =

y − a

b

= eita
∫ +∞

−∞
ei(bt)ufX(u)du

= eitaϕX(bt)

傅里叶变换告诉我们逆变换是怎样的（只要 ϕX 绝对可积）：

fX(x) =
1

2π

∫ +∞

−∞
e−itxϕX(t)dt.

上面给出的一些分布的特征函数是这样的：

• 正态分布 N(µ, σ2)：

ϕ(t) = exp
(
iµt− σ2t2

2

)
.

• 泊松分布 π(λ)：
ϕ(t) = exp

[
λ(eit − 1)

]
.

• 指数分布 Exp(θ)：
ϕ(t) =

1

1− iθt
.

• 伽马分布 Γ(s, θ)：

ϕ(t) =
1

(1− iθt)s
.

• 柯西分布 Cauchy(a, b)：

ϕ(t) = eiat−b|t|.

在走向中心极限定理之前，我们只差一个结论了，即特征函数连续性定
理。
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定理 8 (连续性定理). 分布函数列 {Fn} 弱收敛（也就是几乎处处收敛）于
分布函数 F 当且仅当相应的特征函数列 {ϕn(t)} 逐点收敛于 F 的特征函数
ϕ(t)，且 ϕ(t) 在 t = 0 处连续。

证明涉及控制收敛定理，本人放弃在此说明。

7.2 中心极限定理

这里我们终于可以真正严格地走向中心极限定理了。

定理 9 (Lindeberg–Lévy 中心极限定理). 设 X1, X2, . . . 是独立同分布的随
机变量序列，E(Xi) = µ，D(Xi) = σ2 < ∞（σ > 0）。记

Sn =
n∑

i=1

Xi, Xn =
Sn

n
.

则标准化和

Zn =
Sn − nµ

σ
√
n

=
Xn − µ

σ/
√
n

依分布收敛于标准正态分布：

Zn
d−→ N(0, 1), n → ∞.

即对任意 x ∈ R，

lim
n→∞

P (Zn ≤ x) = Φ(x) =
1√
2π

∫ x

−∞
e−t2/2dt.

证明. 设 Yi =
Xi−µ

σ
，则 E(Yi) = 0，D(Yi) = 1，且 Zn = 1√

n

∑n
i=1 Yi。

记 ϕ(t) 为 Yi 的特征函数。由于 E(Yi) = 0，E(Y 2
i ) = 1，且高阶矩有

限，由泰勒展开：

ϕ(t) = 1− t2

2
+ o(t2), t → 0.

Zn 的特征函数为：

ϕZn
(t) = E

(
eitZn

)
= E

(
ei

t√
n

∑n
i=1 Yi

)
=

[
ϕ

(
t√
n

)]n
.

取对数得：

lnϕZn
(t) = n ln

[
1− t2

2n
+ o

(
t2

n

)]
.
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利用 ln(1 + z) = z + o(z)（z → 0），当 n → ∞ 时：

lnϕZn
(t) = n

[
− t2

2n
+ o

(
t2

n

)]
= − t2

2
+ o(1).

故
lim
n→∞

ϕZn
(t) = e−t2/2.

而 e−t2/2 正是标准正态分布 N(0, 1) 的特征函数。
由连续性定理，特征函数逐点收敛且极限函数 e−t2/2 在 t = 0 处连

续（实际上在全实轴连续），故 Zn 的分布函数弱收敛于标准正态分布函数
Φ(x)。

干得漂亮！
随之有个简单的推论。如果我们把二项分布看成独立同分布两点分布

之和，应用中心极限定理就得到

定理 10 (Laplace-De Moivre 中心极限定理). 若 X ∼ b(n, p)，则 n → ∞
时有：

X − np√
np(1− p)

d−→ N(0, 1)

像这样的中心极限定理还很多，不过万变不离其宗。我们可以对泊松分
布、Erlang 分布、卡方分布等也给出类似结论。
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8 样本和抽样分布

8.1 随机样本和统计量

在统计中，我们将研究对象的全体称为总体，组成总体的每个基本单元
称为个体。总体通常用一个随机变量 X 及其概率分布来描述，该分布称为
总体分布。
为了解总体的性质，我们不可能研究所有个体，所以需要一个抽样的过

程。
从总体 X 中随机抽取 n 个个体 X1, X2, . . . , Xn，称之为一个样本，n

称为样本容量。
在简单随机抽样的过程中，我们为了使样本能有效代表总体，我们要求

抽样满足：

• 代表性：每个 Xi 都与总体 X 同分布。

• 独立性：X1, X2, . . . , Xn 相互独立。

这样的样本叫做简单随机样本，我们会得到一些独立同分布的随机变
量，用大写字母表示。实际得到的数值叫做观察值或者样本值，用小写字母
表示。它们之间的意义区分是明确的。
因此，若总体X 的累积分布函数为 F (x)，则一个简单随机样本X1, X2, . . . , Xn

的联合分布函数为：

F (x1, . . . , xn) =
n∏

i=1

F (xi)

统计量则是样本的一个随机变量函数。注意这句话的意思是：它和样本
有关，而且只和样本有关，不和其他未知参数相关。
设 X1, . . . , Xn 是一组样本，Y1, . . . , Yn 是容量相同的另一组样本。其

中 Xi 独立同分布，来自总体 X；Yi 独立同分布，来自总体 Y。对于 i 6= j，
Xi, Yj 独立。或者说，(Xi, Yi) 是来自总体 (X,Y ) 的一组样本。

在这里我们有一些经典统计量。并且由于它们本性上是随机变量，我也
可以得到它们的数字特征。我们这里假设它们来自的总体 X,Y 各自都有均
值和方差，E(X) = µx, E(Y ) = µy, D(X) = σ2

x, D(Y ) = σ2
y, Cov(X,Y ) =

ρσxσy。
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样本均值 样本均值定义为：

X =
1

n

n∑
i=1

Xi

样本均值的均值和原分布的均值正好一致

E(X) = E

(
1

n

n∑
i=1

Xi

)
=

1

n

n∑
i=1

E(Xi) = µx

样本均值的方差则和样本量有一些有趣的关系：

D(X) = D

(
1

n

n∑
i=1

Xi

)
=

1

n2

n∑
i=1

D(Xi) =
σ2
x

n

可以很直观地理解：我们抽样的样本容量越大，其平均偏差大概就会更小。
对于两个样本均值，它们的协方差也是如此：

Cov(X,Y ) = Cov

(
1

n

n∑
i=1

Xi,
1

n

n∑
i=1

Yi

)

=
1

n2

n∑
i=1

n∑
j=1

Cov(Xi, Yj)

=
1

n2

n∑
i=1

Cov(Xi, Yi)

=
ρσxσy

n

上面的推导全都基于它们独立同分布的假设，我们后面不再强调。

样本方差、标准差 样本方差和标准差定义为：

S2
x =

1

n− 1

n∑
i=1

(Xi −X)2, Sx =
√
S2
x
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注意这里分母是 n− 1！（感叹号并不表示阶乘）这不是没有道理的。样本方
差的均值是这样的：

E(S2) =
1

n− 1
E

(
n∑

i=1

(Xi −X)2

)

=
1

n− 1
E

(
n∑

i=1

((Xi − µx)− (X − µx))
2

)

=
1

n− 1
E

(
n∑

i=1

(Xi − µx)
2 − 2(X − µx)

n∑
i=1

(Xi − µx) +
n∑

i=1

(X − µx)
2

)

=
1

n− 1
E

(
n∑

i=1

(Xi − µx)
2 − 2(X − µx)

n∑
i=1

(Xi − µx) + 2(X − µx)
n∑

i=1

(X − µx)−
n∑

i=1

(X − µx)
2

)

=
1

n− 1
E

(
n∑

i=1

(Xi − µx)
2 − 2(X − µx)

n∑
i=1

(Xi −X)−
n∑

i=1

(X − µx)
2

)

=
1

n− 1
E

(
n∑

i=1

(Xi − µx)
2 − 2(X − µx)(

n∑
i=1

Xi − nX)−
n∑

i=1

(X − µx)
2

)

=
1

n− 1
E

(
n∑

i=1

(Xi − µx)
2 −

n∑
i=1

(X − µx)
2

)

=
1

n− 1

[
n∑

i=1

E
(
(Xi − µx)

2
)
− nE

(
(X − µx)

2
)]

=
1

n− 1
(nσ2

x − n
σ2
x

n
) = σ2

x

这个分母的 n− 1 是为了让样本方差的均值和总体的方差一致，这很重
要。
样本方差的方差不是什么简单东西，这里只给出一个式子。如果总体分

布的四阶原点矩 µ4 存在，

D(S2) =
1

n

(
µ4 −

n− 3

n− 1
σ4

)
而对于正态总体而言，µ4 = 3σ4，D(S2) = 2σ4

n−1
。我们会在卡方分布处想起

它。
如果单把右边的和式拿出来，我们称之为离差平方和：

Sxx =
n∑

i=1

(Xi −X) = (n− 1)S2
x
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样本协方差 对于混合起来的量，我们也有定义样本协方差：

Sxy =
1

n− 1

n∑
i=1

(Xi −X)(Yi − Y )

这里分母仍然是 n− 1，仍然是为了均值的无偏性，即 E(Sxy) = ρσxσy，证
明思路和刚才的求和一致：

E(Sxy) =
1

n− 1
E

(
n∑

i=1

(Xi −X)(Yi − Y )

)

=
1

n− 1
E

(
n∑

i=1

(
(Xi − µx)− (X − µx)

) (
(Yi − µy)− (Y − µy)

))

=
1

n− 1
E

(
n∑

i=1

(Xi − µx)(Yi − µy)

)

− 1

n− 1
E

(
(X − µx)

n∑
i=1

(Yi − µy)− (Y − µy)
n∑

i=1

(Xi − µx)

)

+
1

n− 1
E

(
(X − µx)

n∑
i=1

(Y − µy) + (Y − µy)
n∑

i=1

(X − µx)

)

− 1

n− 1
E

(
n∑

i=1

(X − µx)(Y − µy)

)

=
1

n− 1
E

(
n∑

i=1

(Xi − µx)(Yi − µy)−
n∑

i=1

(X − µx)(Y − µy)

)

=
1

n− 1
(nρσxσy − n

ρσxσy

n
)

= ρσxσy

注意：虽然它记号类似 Sxx，但是完全不同！
类似地，不除以 n− 1 的统计量叫做样本离差积和：

SPxy =
n∑

i=1

(Xi −X)(Yi − Y ) = (n− 1)Sxy

类似地，我们也可以定义样本相关系数，又叫 Pearson 相关系数：

rxy =
Sxy

SxSy

当然我们也可以不只限于两组样本，我们可以像协方差矩阵一样将其
推广，得到到任意有限维样本协方差矩阵和样本相关系数矩阵。
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样本矩 刚才在维度上做了推广，下面在次数上做推广。
我们可以定义样本 k 阶原点矩：

Ak =
1

n

n∑
i=1

Xk
i

由于 Xk
i 都是独立同分布的，应用样本均值的结论，就有 E(Ak) = µk。

其中 µk 为总体的 k 阶原点矩。

次序统计量 还有一些次序统计量，即把样本排序后得到的统计量。设样本
X1, . . . , Xn 排序后得到 X(1) ≤ · · · ≤ X(n)。

它们每一个拿出来都可以作为统计量，其中 X(k) 叫做第 k 个次序统计
量。如果总体的累积分布函数是 F，则

FX(k)
(x) = P (至少有 k 个观察值 ≤ x)

=
n∑

j=k

(
n

j

)
(F (x))j(1− F (x))n−j

这是不完全 Beta 函数，这里我不打算写出这种表达。如果总体的概率密度
f 也存在：

fX(k)
(x) =

n!

(k − 1)!(n− k)!
(F (x))k−1(1− F (x))n−kf(x)

这个式子推导的大概是：恰有 1 个数在 (x, x + dx) 内概率为 f(x)dx，恰
有 k − 1 个数在 < x 概率为 (F (x))k−1，恰有 n − k 个数 > x 概率为
(1− F (x))n−k。这里的 n!

(k−1)!(n−k)!
其实就是多项式系数

(
n

k−1 1 n−k

)
。

也有一个有趣的事实：如果次序统计量各不相同（连续情况下这是几乎
必然的），则所有次序统计量的联合概率密度是 n!

∏n
i=1 f(xi), (x1 < x2 <

· · · < xn)，比无序情况多了个全排列。
这个公式显然也包含了最特别的那两个次序统计量样本最小值和样本

最大值。

X(1) = min(X1, . . . , Xn), X(n) = max(X1, . . . , Xn),

这两个统计量的累积分布函数前面已经给出过了，这里也可以代入上面的
公式验证一下。
样本极差：

R = X(n) −X(1)
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样本中位数：

Me =

X(n+1
2 ) n = 2k + 1

1
2
Xn

2
+ 1

2
Xn

2 +1 n = 2k

样本 p 分位数：它其实没有一个统一的符号。这里的 p 需要满足 0 <

p < 1。np 不为整数时取 X(⌊np⌋)，否则取 X(⌊np⌋) 和 X(⌊np⌋+1) 的均值。样
本中位数即样本 1

2
分位数。

上面这些量没有特别简单的统一公式，必须根据特定的分布进行推导。
其基础是任意位置次序统计量的分布。

8.2 χ2 分布

卡方分布大概是抽样分布中最重要的分布之一。设 X1, . . . , Xn 是独立
的标准正态分布，令 Y =

∑n
i=1 X

2
i，则称 Y ∼ χ2(n)，即随机变量 Y 服从

自由度为 n 的卡方分布。所谓自由度就是独立变量个数。从这个定义来看
它就具有可加性。
它的概率密度函数是：

fY (y) =


1

2
n
2 Γ(n

2 )
y

n
2 −1e−

y
2 y > 0

0 y ≤ 0

这一公式可以用多种方式验证。一种方法是我前面给出的概率密度函
数的公式：联合概率密度

fX1,...,Xn
(x1, . . . , xn) =

n∏
i=1

1√
2π

e−
x2
i
2

考虑 g(x1, . . . , xn) =
∑n

i=1 x
2
i = y，则

∇g(x1, . . . , xn) = (2x1, 2x2, . . . , 2xn)

|∇g(x)| = 2

√√√√ n∑
i=1

x2
i = 2

√
y

每个 y 对应的是 n 维球面 Sn−1，半径 r =
√
y。

由余面积公式，

fY (y) =

∫
g(x)=y

fX1,...,Xn
(x1, . . . , xn)

|∇g(x)| dσ(x)
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由对称性，密度在球面上处处一致；故可化为球面积分：

fY (y) =
1

2
√
y
· Sn−1(r) ·

n∏
i=1

1√
2π

e−
y
2

其中 Sn−1(r) 为 n− 1 维球面面积，半径 r =
√
y。已知

Sn−1(r) =
2π

n
2

Γ(n
2
)
rn−1 =

2π
n
2

Γ(n
2
)
y

n−1
2

于是整理化简得：

fY (y) =
1

2
√
y
· 2π

n
2

Γ
(
n
2

)y n−1
2 ·

(
1√
2π

)n

e−
y
2

=
1

2
√
y
· 2π

n
2

Γ
(
n
2

)y n−1
2 · (2π)−n

2 e−
y
2

=
1

2
√
y
· 2π

n
2 y

n−1
2

(2π)
n
2 Γ
(
n
2

)e− y
2

=
1

2
√
y
· 2y

n−1
2

Γ
(
n
2

) e− y
2

=
1

Γ
(
n
2

)
2

n
2

y
n
2 −1e−

y
2 , y > 0

这就是 χ2
n 分布的概率密度函数表达式。当然我们在计算时可以先抛掉

常系数，得到 Cy
n
2 −1e−

y
2，然后归一化计算出常系数 C。

另一种方法是用特征函数。对于自由度为 1 的卡方分布，它就是正态
的平方，其概率密度很容易通过变量代换 Z = X2 得到：

fZ(z) =

 1√
2π
x− 1

2 e−
x
2 x > 0

0 x ≤ 0

它的特征函数是：
ϕZ(t) = (1− 2it)−

1
2

卡方分布可加性在这里也显而易见地体现出来了。对于刚才的卡方变
量 Y ∼ χ2(n)，由卷积公式就有

ϕY (t) = (1− 2it)−
n
2
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眼尖的朋友会发现，这就是个变量代换后的 Γ(n
2
, 1
2
)，这就是自由度为

n 的卡方分布了。
坏消息是，我们没有其累积分布函数的解析式，但这不妨碍我们给出数

值。
自由度为 n 的卡方分布的均值是什么？n 个自由度为 1 的卡方分布均

值加起来。自由度为 n 的卡方分布的方差是什么？n 个自由度为 1 的卡方
分布方差加起来。令 X ∼ N(0, 1), Z = X2，或者说 Z ∼ χ2(1)：

E(Z) = E(X2) = 1, D(Z) = D(X2) = E(X4)− (E(X2))2 = 3− 1 = 2

于是对于 Y ∼ χ2(n)，E(Y ) = n,D(Y ) = 2n。

8.3 t 分布

另一个重要的抽样分布是 t 分布。它又叫学生氏分布，有一段有趣的小
故事。设 X ∼ N(0, 1)，Y ∼ χ2(n)，且 X 与 Y 相互独立。令

T =
X√
Y
n

则称 T ∼ t(n− 1)，即自由度为 n 的 t 分布。
对 ϕ(x, y) = x√

y
n

用用前面的随机变量函数公式，就能计算其概率密度。

∇ϕ(x, y) =

(√
n

√
y
,−x

√
n

2y
3
2

)

|∇ϕ| =

√
n

y
+

x2n

4y3

等值线 ϕ(x, y) = t 可以参数化为 x = t
√

y
n
，
(

dx
dy

)2
= t2

2ny
。
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fT (t) =

∫
ϕ(x,y)=t

fX(x)fY (y)

|∇ϕ(x, y)|
dσ(x, y)

=

∫ +∞

0

fX(x)fY (y)√
n
y
+ x2n

4y3

√
1 +

t2

2ny
dy

=

∫ +∞

0

fX

(
t

√
y

n

)
fY (y)

√
y

n
dy

=

∫ +∞

0

1√
2π

e−
t2y
2n · 1

2n/2Γ(n/2)
yn/2−1e−y/2 ·

√
y

n
dy

=
1√

2πn 2n/2Γ(n/2)

∫ +∞

0

y
n+1
2 −1 exp

[
−y

2

(
1 +

t2

n

)]
dy

=
1√

πnΓ(n/2)

∫ +∞

0

y
n+1
2 −1e−ay dy, a =

1

2

(
1 +

t2

n

)
=

1√
πnΓ(n/2)

Γ
(
n+1
2

)
a(n+1)/2

=
Γ
(
n+1
2

)
√
πnΓ(n/2)

·
(
1 +

t2

n

)−(n+1)/2

很艰难，但是完全是套公式和凑 Γ 积分。可见这个公式是很强大的。
这个式子告诉我们一个事情，即 t 分布是对称的。另一件事是，n → ∞

时，它逐点收敛于标准正态分布。具体证明需要 Stirling 公式，在此不作证
明。我们一般在 n > 30 时就可以用正态近似表示了。如图
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0.1
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t

概率密度

标准正态分布与 t 分布对比（自由度 =4,8,25）

N(0, 1)

t(4)

t(8)

t(25)

它的累积分布函数也是没有解析式的，我们需要数值计算。
t分布的 k阶矩存在当且仅当 k < n。特别地，均值 E(T ) = 0 (n > 1)，

方差 D(T ) = n
n−1

(n > 2)。n ≤ 2 时方差不存在，这大致在说 t 分布比正
态分布具有更厚的尾部。

8.4 F 分布

F 分布由统计学家费希尔（R.A. Fisher）得名，主要用于比较两个正态总
体的方差，也是方差分析和线性回归模型显著性检验的基础。设 U ∼ χ2(m)，
V ∼ χ2(n)，且 U 与 V 相互独立。令

F =
U/m

V /n

则称随机变量 F 服从自由度为 (m,n) 的 F 分布，记作 F ∼ F (m,n)。其
中 m 称为分子自由度，n 称为分母自由度。
由定义直接可以知道 F (m,n) 和 F (n,m) 之间有一种对偶关系。若

F ∼ F (m,n)，则 1
F
∼ F (n,m)。

仍然从定义，若 T ∼ t(n)，则 T 2 ∼ F (1, n)。
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F (m,n) 分布的概率密度函数为：

fF (x) =


Γ(m+n

2 )
Γ(m

2 )Γ(n
2 )

(
m
n

)m/2 x(m/2)−1

(1+m
n x)

(m+n)/2 x > 0

0 x ≤ 0

这一证明又需要我们大费周章用下随机变量函数的公式了。这个函数
是

ϕ(x, y) =
nx

my

其梯度为

∇ϕ(x, y) =

(
n

my
, − nx

my2

)
.

模长为

|∇ϕ| =

√(
n

my

)2

+

(
nx

my2

)2

=
n

my2

√
y2 + x2.

等值线 ϕ(x, y) = f 给出：

nx

my
= f ⇐⇒ x =

mf

n
y.

以 y 为参数，x = mf
n
y，则

dx

dy
=

mf

n
.

弧长微元为

dσ =

√
1 +

(
dx

dy

)2

dy =

√
1 +

(
mf

n

)2

dy.

注意到
dσ

|∇ϕ|
=

√
1 + (mf/n)2

n

my2

√
y2 +

(
mf
n
y
)2 dy =

m

n
y dy

根据公式，

fF (f) =

∫
ϕ(x,y)=f

fX(x)fY (y)

|∇ϕ(x, y)|
dσ(x, y)
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代入参数化得

fF (f) =

∫ +∞

0

fX

(
mf

n
y

)
fY (y)

m

n
y dy

=

∫ ∞

0

1

2(m+n)/2Γ(m/2)Γ(n/2)

(
mf

n

)m/2−1

ym/2−1+n/2−1e−
y
2 (1+

mf
n ) · m

n
y dy

=
1

2(m+n)/2Γ(m/2)Γ(n/2)

(
mf

n

)m/2−1
m

n

∫ ∞

0

y(m+n)/2−1e−
y
2 (1+

mf
n ) dy

=
1

2(m+n)/2Γ(m/2)Γ(n/2)

(
mf

n

)m/2−1
m

n

∫ ∞

0

y(m+n)/2−1e−ay dy a =
1

2

(
1 +

mf

n

)
=

Γ
(
m+n

2

)
Γ(m/2)Γ(n/2)

(
mf

n

)m/2−1
m

n
·
(
1 +

mf

n

)−(m+n)/2

=
Γ
(
m+n

2

)
Γ
(
m
2

)
Γ
(
n
2

) (m
n

)m/2 fm/2−1(
1 + m

n
f
)(m+n)/2

这个随机变量函数公式确实很夯。
看着式子画个图，F 分布的密度图形是右偏的。随着自由度 m 和 n 的

增大，分布逐渐对称并趋近正态分布。

8.5 关于统计量分布的重要定理

在开始之前，我们先给出一些常用的术语和值的定义。

上侧概率和上分位数 上侧概率指的是随机变量 X 的取值大于某个特定值
的概率。也就是 P (X > x0) = 1− F (x0)。

上分位数则反过来了，是指对于某个 0 < p < 1，使 P (X > xp) = p 的
xp。严格来说，有时没有这种值，我们就取为 inf{x ∈ R : P (X > x) ≥ p}。
上分位数常被用作临界值。正如前面几个抽样分布的累积分布函数无

解析式一样，其上分位数也没有解析式子。对于这些重要的分布，其上分位
数都有特定的记号。
标准正态分布 N(0, 1)

• 记号：zα

• 定义：P (Z > zα) = α，或等价地 P (Z ≤ zα) = 1− α

• 对称性：由标准正态分布关于 0 对称，有 z1−α = −zα
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• 示例：z0.05 ≈ 1.645，z0.025 ≈ 1.96

t 分布（自由度 n）

• 记号：tα(n)

• 定义：P (T > tα(n)) = α

• 对称性：由 t 分布关于 0 对称，有 t1−α(n) = −tα(n)

• 示例：

– t0.05(10) ≈ 1.812

– t0.95(10) = −t0.05(10) ≈ −1.812

χ2 分布（自由度 n）

• 记号：χ2
α(n)

• 定义：P (χ2 > χ2
α(n)) = α

• 示例：χ2
0.05(5) ≈ 11.07

F 分布（自由度分别为 m,n）

• 记号：Fα(m,n)

• 定义：P (F > Fα(m,n)) = α

• 性质：F1−α(m,n) =
1

Fα(n,m)

• 示例：F0.05(3, 10) ≈ 3.71

z 检验基础 由于中心极限定理的存在，我们遇到的很多随机总体都可以
认为是服从正态分布的。如果总体 X ∼ N(µ, σ2)，那么我们有样本均值
X ∼ N(µ, σ2

n
)。这个结论是简单的，因为独立正态变量之和仍然是正态变

量。按我们前面的样本均值的均值方差推导，就得到了这个结果。
更进一步，我们可以把它标准化，得到：

X − µ
σ√
n

∼ N(0, 1)

这无疑对我们的计算来说是很方便的。
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如果我们想比对两个独立的正态总体 X ∼ N(µ1, σ
2
1) 和 Y ∼ N(µ2, σ

2
2)

均值之差，那么我们也可以给出类似的构造：因为这两个变量的差也是正态
变量。X − Y ∼ N(µ1 − µ2, σ

2
1 + σ2

2)，X − Y ∼ N(µ1 − µ2,
σ2
1

m
+ σ2

2

n
)。

于是标准化一下就得到：

(X − Y )− (µ1 − µ2)√
σ2
1

m
+

σ2
2

n

∼ N(0, 1)

t 检验基础 不过刚才的情况还是太理想了。一般来说，我们无从知道随机
总体的方差，我们必须用 χ2 分布猜测方差，从而用 t 分布做猜测。
我们先给出我们要用到的核心定理：

定理 11. 设X1, . . . , Xn独立，且均服从N(µ, σ2)，样本均值为 X̄ = 1
n

∑n
i=1 Xi，

样本方差为 S2 = 1
n−1

∑n
i=1(Xi − X̄)2。则有：

1. X̄ 与 S2 相互独立。

2. (n− 1)S2

σ2
∼ χ2(n− 1)。

证明. 我们用多元独立同方差正态分布的正交变换性质来完成这个证明。
令 X = (X1, . . . , Xn)

T，则 X ∼ Nn(µ1n, σ
2In)。其中 1n = (1, . . . , 1)T

我们的样本方差是一些平方和，样本均值是一个线性函数。我希望把样
本方差表示成各自独立的正态变量平方和（这便成了卡方分布），把均值直
接表示成一个和前面的变量都独立的正态变量。我们要从这个独立同方差
多元正态分布得出另一组独立的正态变量，方法就是做正交变换。正交变换
还有令一个好处，即保持内积，于是变换后变量的平方和仍然不变。

X = 1
n

∑n
i=1 Xi =

1
n

1T
nX。这提示我们这个正交变换的一个分量是什么

了。只需要把 ( 1
n
, . . . , 1

n
)T 标准化一下得到 v = ( 1√

n
, . . . , 1√

n
)T 就好了。

剩下的分量是什么，似乎并不重要。我们只需要补全一组包含 v的规范
正交基就好了。我们把这样得到的正交变换叫做 Q。令 Y = (Y1, . . . , Yn)

T =

QX，则有

1. Y1 =
1√
n

∑n
i=1 Xi =

√
nX。

2. Y ∼ Nn(µQ1n, σ
2QInQ

T ) = Nn(µQ1n, σ
2In)，仍然得到独立同方差的

多元独立正态分布。

3. µQ1n = (µ
√
n, 0, . . . , 0)T。
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接下来就该处理 S2 了。

S2 =
1

n− 1

n∑
i=1

(Xi −X)2

=
1

n− 1

(
n∑

i=1

X2
i − nX

2

)

=
1

n− 1

(
n∑

i=1

Y 2
i − Y 2

1

)

=
1

n− 1

n∑
i=2

Y 2
i

功德圆满。现在 X 和 S2 一点不沾边了。
后半部分的结论几乎就是直接的了。̃Y = (Y2, . . . , Yn) ∼ Nn−1(0n−1, σ

2In−1)，
独立标准正态分布乘上个 σ2。于是

(n− 1)S2

σ2
∼ χ2(n− 1)

这和 t 分布有什么关系呢？注意前面这个式子 X−µ√
σ2

n

里，σ2 是要需要猜

的，而刚才的式子告诉我们要用卡方分布猜。放在一起看：

X − µ√
σ2

n

∼ N(0, 1)

(n− 1)S2

σ2
∼ χ2(n− 1)

t 分布就来了：
X−µ√

σ2

n√
(n− 1)S2

σ2

n−1

=
X − µ√

S2

n

∼ t(n− 1)

在方差未知的时候，比对两个独立正态变量的均值同样可以用 t 分
布，道理是一样的。设样本 X1, . . . , Xm 来自总体 X，方差为 σ2

1；设样本
Y1, . . . , Yn 来自总体 Y，方差为 σ2

2。
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我们有
(X − Y )− (µ1 − µ2)√

σ2
1

m
+

σ2
2

n

∼ N(0, 1)

但是类比前面的式子，它的方差该怎么办呢？这需要一个小巧思。我们使用
一个样本合并方差 S2

W 来做到这一点，它可以反映两边合在一起的方差，下
面先介绍引入它的动机。
我们知道：

(m− 1)S2
1

σ2
1

∼ χ2(m− 1)

(n− 1)S2
2

σ2
2

∼ χ2(n− 1)

二者独立，所以由可加性：

(m− 1)S2
1

σ2
1

+
(n− 1)S2

2

σ2
2

∼ χ2(m+ n− 2)

我们就可以构造出 t 分布了。不过有一个问题是：σ1 6= σ2 时，式子非
常丑陋。我们先来考虑 σ1 = σ2 = σ 的情况：

Z =
(X − Y )− (µ1 − µ2)

σ
√

1
m

+ 1
n

∼ N(0, 1)

W =
1

σ2

(
(m− 1)S2

1 + (n− 1)S2
2

)
∼ χ2(m+ n− 2)

则
Z√
W

m+n−2

=
(X − Y )− (µ1 − µ2)√
(m−1)S2

1+(n−1)S2
2

m+n−2

√
1
m

+ 1
n

∼ t(m+ n− 2)

我们把 S2
W = (m−1)S2

1+(n−1)S2
2

m+n−2
叫做样本合并方差。刚才的式子更紧凑一点

就是：
(X − Y )− (µ1 − µ2)

SW

√
1
m

+ 1
n

∼ t(m+ n− 2)

那方差不齐怎么办呢？这个便唤作 Welch t 检验。如果方差不齐的话，
刚才式子里的 σ1, σ2 很难被消掉，我们只能做近似得到一个 t 分布。这里给
出结论而不作证明。
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定理 12. 设样本 X1, . . . , Xm 来自总体 X，方差为 σ2
1；设样本 Y1, . . . , Yn

来自总体 Y，方差为 σ2
2。则

ν̂
S2
X/m+ S2

Y /n

σ2
1/m+ σ2

2/n
≈ χ2(ν̂)

(X − Y )− (µ1 − µ2)√
S2
X

m
+

S2
Y

n

≈ t(ν̂)

其中 ν̂ 叫做近似自由度，式子为：

ν̂ =

(
s2X
m

+ s2Y
n

)2
(s2X/m)2

m−1
+

(s2Y /n)2

n−1

ν̂ 不一定是整数。不过我们完全可以把 t 分布的式子延拓到非整数的情
况去。

f 检验基础 如果我们想要比对两个不同的正态总体的方差，我们就需要用
到 f 分布了。设样本 X1, . . . , Xm 来自总体 X，方差为 σ2

1；设样本 Y1, . . . , Yn

来自总体 Y，方差为 σ2
2。

我们知道：

(m− 1)S2
1

σ2
1

∼ χ2(m− 1)

(n− 1)S2
2

σ2
2

∼ χ2(n− 1)

于是
(m−1)S2

1

σ2
1

(n−1)S2
2

σ2
2

n− 1

m− 1
=

S2
1σ

2
2

S2
2σ

2
1

∼ F (m− 1, n− 1)
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9 参数估计

参数估计是这样一个问题：我们已知总体的分布，但是不知道其具体参
数。我们需要从统计量的观察值来猜出它。
下面给出一些经典估计方法。

9.1 点估计

点估计是一种一发入魂的估计，我们直接猜我们认为最正确的那个数。
估计量就是一个特殊的统计量，或者说关于样本的随机变量函数，它给出我
们对某个参数的估计。对于参数 θ，我们一般计其估计量为盖了帽了的 θ̂。
注意，θ 是一个具体数值，θ̂ 是一个统计量。
不过猜测肯定有好有坏，我们有这样几种方法来评判估计的好坏：

弱相合性 如果随着样本容量的增大，对于任意可能的真实值 θ ∈ Θ，估计
量越来越接近真实参数值（依概率收敛），即

∀ϵ > 0, lim
n→∞

P (|θ̂ − θ| < ϵ) = 1

则称该估计量是相合的。这意味着样本容量越大，猜得越准。不相合的估计
量还有什么存在的必要呢（悲）。
当然还可以有强相合性，即几乎必然收敛。

无偏性 我这个估计量显然是以均值接近真实参数值为好吧。对于任意可
能的参数值 θ ∈ Θ

E(θ̂) = θ

则称估计量为无偏的。

有效性 显然对于一个无偏估计量来说，估计量的分布更靠近均值更好吧。
如果说对于任意可能的参数 θ ∈ Θ，

D(θ̂1) ≤ D(θ̂2)

就可以说 θ̂1 比 θ̂2 有效。如果过来也成立，可以视为一样有效；如果反
过来不成立，就可以说 θ̂1 比 θ̂2 严格有效。
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9.1.1 矩估计

样本矩是好东西。前面的大数定律告诉我们，它们会依概率收敛到对应
阶矩（如果存在）。所以如果我们可以把参数表示成矩的连续可测函数，那
我们就赢了。
如果说 θ = f(µ1, . . . , µk)，那么令

θ̂ = f(A1, . . . , Ak)

那么根据

定理 13 (弱连续映射定理). 设 X1, X2, . . . 是一列随机变量，f 是一个连续
可测函数。若 Xn

P−→ X 则

f(Xn)
P−→ f(X)

我们有
θ̂

P−→ f(µ1, . . . , µk) = θ

相合性就有了。无偏性则不能完全保证，除非 f 是线性函数（注意不
是多线性函数）：

E(θ̂) = E(f(A1, . . . , Ak)) = f(E(A1), . . . , E(Ak)) = θ

我们把 θ̂ 叫做 θ 的矩估计量，其观察值叫矩估计值。

9.1.2 最大似然估计

矩估计只是一个比较粗糙的估计，这里我们将引入一种更为精巧的估
计方式。
设总体 X 服从有一个未知参数 θ 的某种离散分布，其概率质量为

p(x; θ)。注意这里有一种区分：变量在分号前，参数在分号后。有人认为
这种区分是本质性的，我则认为这个区分基本是名字上的，没那么本质性。
设 X = (X1, . . . , Xn) 是来自 X 的样本，则有：

P (X = x) =
n∏

i=1

p(xi; θ)

给定一组观察值 x = (x1, . . . , xn)，我们可以定义似然函数 L(x; θ) =∏n
i=1 p(xi; θ)。我们给出估计的方式就是，给出让 L(x; θ) 最大的 θ̂。这种估
计就叫极大似然估计。
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对于连续的情况，也有类似的结论成立。Xi 落在 [x, x+dx]内的概率质
量为 f(x; θ)dx，则 X1×· · ·×Xn 落在 [x1, x1+dx1]×· · ·× [xn, xn+dxn]内
的概率质量就是

∏n
i=1 f(xi; θ)dxi = [

∏n
i=1 f(xi; θ)] dx，即联合分布在 x 处

的概率密度为
∏n

i=1 f(xi; θ)。不过这都是废话，在测度视角下看二者没有本
质区别。
要解释它，我们有两种方式，一种是频率的，一种是贝叶斯式的。它们

的分歧主要在是否将 θ 视为确定的上。我相信在这个问题上贝叶斯式的解
释给出了更好更广泛的理解。不过，我这里并不是认可贝叶斯式的认识论，
而只是认为贝叶斯式的计算解释方法有更好的泛用性或者一般性。首先我
们需要审视一些词语的含义。似然（Likelihood）和概率（Probability）是
一对含义相似，都表示某种可能性，但是含义微妙地对偶的词。贝叶斯公式
就是这种对偶性淋漓尽致的体现。
贝叶斯式的观点是这样的：在我们对参数一无所知的时候，可以把它视

作随机的而不是固定的。前面那种变量和参数的本质性区分就模糊了，取而
代之的是一种对偶性关系。我们把似然函数视为一种条件概率分布。这样的
写法（不完全形式严格）可能会给人以启发：参数估计问题中，我们希望最
大化的是 p(θ|x)，即猜对参数的“可能性”。这种可能性就叫似然性而不是
概率。概率是知道分布后变量取值的可能性，似然性是知道变量取值后分布
参数的可能性。
（上面几段段话里暂时让概率取一个更狭义一点的说法，从更广义的观

点来看，他们的区分就是两种条件概率的区分（有人称为先后验概率）。我
们一直在处理条件概率，不过条件在不同东西上面。所以不妨放宽一点，为
了更广的一般性。）
似然函数 L(x; θ) 正是我们在知道分布和参数时的概率，可以理解为

p(x|θ)。那在什么时候，我们可以认为最大化 p(x|θ) 就和最大化 p(x|θ) 是一
样的呢？贝叶斯公式告诉我们：p(θ|x) = p(x|θ)p(θ)

p(x) 。在我们这个问题中，观
察值应该被认为是已知的，p(x) 应该被视为常数（当然在贝叶斯视角下常
数和变量的位置经常发生对易）。于是答案就很简单了：二者等价当且仅当
p(θ) 是完全均匀的（或者说我们对 θ 什么都不知道）。
这就是对最大似然估计的一种解释。在具体计算时，我们一般只会遇到

可导的函数（如果不是的话，要小心了！前面那些概率密度得 0 的特殊情况
都需要谨慎对待，比如说指数分布 < 0 部分，均匀分布区间外的部分。）对
于可导的函数，我们就有充足的手段来最大化，求导数找驻点。如果我们嫌
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L(θ) 里的乘积不好算，可以求个对数把它变成求和再最大化 lnL(θ)。
对于多个参数的估计，问题只不过变成了多变量的优化问题罢了，我们

只用算梯度就行了。参数有约束的话的情况用个拉格朗日乘数法就好了（虽
然一般不会有）。
在相当一般的正则条件下，最大似然估计是相合的，这里不作证明。在

更严格的条件下，最大似然估计还依分布收敛于正态分布，这里也不证明。
比矩估计更进一步，最大似然估计有不变性的好性质：设 θ̂ 是 θ 的最

大似然估计，g 是任意函数（不必是一对一的）。则 g(θ̂) 是 g(θ) 的最大似然
估计。对于任意可能的参数值 θ，有：

L(x; ) = L(x; g−1(g()))

当 θ = θ̂ 时，似然函数达到最大，因此 g(θ̂) 使得 g(θ) 对应的似然函
数也达到最大。这个性质非常实用！例如，如果 σ̂2 是方差的最大似然估计，
那么 σ̂ =

√
σ̂2 就是标准差的最大似然估计。

9.2 区间估计

不过我们在做估计的时候，一般不会得到一个估计值就满足了，我们
还想知道我们猜对的可能性有多大。不过对于连续分布，单点零测谈不了
什么概率，我们必须给出一个估计区间才可以给出概率。这就是区间估计
的玩法。我们一般在给定某个概率 p 的情况下，给出一个区间 (θ, θ)，使得
P (θ < θ < θ) ≥ p。事实上这个 θ 和 θ 都应该被视为统计量。不过呢，我们
做区间估计的时候，基本都是为了后面做假设检验，所以这里我们一般不是
给出 p，而是给出 α = 1− p，即 p = 1−α。这里的 1−α 被称为置信水平。
区间 (θ, θ) 就叫置信水平 1 − α 下的置信区间，θ, θ 分别叫置信水平 1 − α

下的置信下限和置信上限。
不过实际在做的估计时候，我们会取尽可能窄的区间。在连续情况下会

取令 θ 落在置信区间中的概率正好为 1 − α 的区间；在离散情况可能取不
到，就只能尽量。并且我们还会让区间的中点尽可能无偏。
不过在估计的时候，我们也会用单侧的区间来估计，即只给出置信上限

θ，让 P (θ < θ) ≥ 1− α；或者只给出置信下限 θ，让 P (θ > θ) ≥ 1− α。此
时的区间 (−∞, θ) 或 (θ,+∞) 叫做单侧置信区间；θ 叫单侧置信上限，θ 叫
单侧置信下限。
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在区间估计中，我们想构造一个置信区间，其中上下限都是统计量。但
是这就是问题了，如果仅凭统计量，不依赖于和未知参数有关的具体分布，
我要怎么给出这个区间？答案是，我们需要把某个未知参数纳入进来，构造
一种分布已知的量，即枢轴量。
设 X = (X1, . . . , Xn) 是来自总体 F (x; θ) 的样本，θ 是待估参数（我们

也可以把它扩展为参数向量）。
如果一个函数 G(X; θ) 是依赖于参数 θ 和样本 X 的函数（和别的参数

没有关系，并且必须和这个参数有关系！），并且其分布完全已知且与 θ（和
任何其他未知参数）无关，则称 G(X; θ) 为枢轴量。

注意它不是统计量，它依赖于那个待估的未知参数！有了枢轴量，我们
就可以很容易地根据它的分布来列出

P (g < G(X; θ) < g) = 1− α

然后就能给出 (g, g)，通过变换得到等价的 (θ, θ)。
我们下面就来给出一些对正态总体进行区间估计的例子，它们的枢轴

量基本都可以通过上一节抽样分布中的定理得出。下面的例子中我都采用
置信水平 1− α。

9.2.1 单个正态总体 N(µ, σ2)

这里我们假设样本容量是 n。

µ 待估，σ2 已知 这里我们构造的枢轴量是

Z =
X − µ

σ√
n

∼ N(0, 1)

它的分布已知（与未知参数无关），包含待估参数 µ，包含已知参数 σ，
所以可以拿来做枢轴量。所以我们给出的区间：

z1−α
2
<

X − µ
σ√
n

< zα
2

上分位数作为临界值起到了很好的作用。对于正态这种对称分布，我们
有 z1−α

2
= −zα

2
。换成关于 µ 的区间就是：

X − σ√
n
zα

2
< µ < X +

σ√
n
zα

2
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单侧区间估计也是类似的，我就不再赘述其推导了。在后面其他的例子
中，我也不再会给出单侧置信区间了，因为推导是雷同的。
单侧置信上限：

µ = X +
σ√
n
zα

单侧置信下限

µ = X +
σ√
n
z1−α = X − σ√

n
zα

µ 待估，σ2 未知 方差未知的时候，我们就不能用刚才的正态分布做估计
了，我们需要 t 分布。这里的枢轴量是

T =
X − µ

S√
n

∼ t(n− 1)

所以我们给出区间：

t1−α
2
(n− 1) <

X − µ
S√
n

< tα
2
(n− 1)

t 分布也是对称的，也有 t1−α
2
(n− 1) = −tα

2
(n− 1)，我们于是做变换得到：

X − S√
n
tα

2
(n− 1) < t < X +

S√
n
tα

2
(n− 1)

后面由于推导过于雷同，我只给出枢轴量和置信区间。真正消耗智力的
内容在上一节，这一节只是应用一下。

σ2 待估，µ 未知 这里适用卡方分布进行估计。枢轴量

χ2 =
(n− 1)S2

σ2
∼ χ2(n− 1)

置信区间
(n− 1)S2

χ2
1−α

2
(n− 1)

< σ2 <
(n− 1)S2

χ2
α
2
(n− 1)

注意我们的这套记号有一个明显的弊端：容易把自由度参数当成因式，
不小心消掉 n− 1。

9.2.2 两个独立正态总体 N(µ1, σ
2
1)，N(µ2, σ

2
2)

这里我们假设样本容量分别是 n1，n2。
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µ1 − µ2 待估，σ2
1 , σ

2
2 已知 方差已知的情况一直都很好办，我们可以用正

态做估计。枢轴量

Z =
(X − Y )− (µ1 − µ2)√

σ2
1

n1
+

σ2
2

n2

∼ N(0, 1)

置信区间

X − Y − zα
2

√
σ2
1

n1

+
σ2
2

n2

< µ1 − µ2 < X − Y + zα
2

√
σ2
1

n1

+
σ2
2

n2

µ1 − µ2 待估，σ2
1 , σ

2
2 未知相等 这个时候需要用 t 分布估计，枢轴量

T =
(X − Y )− (µ1 − µ2)

SW

√
1
n1

+ 1
n2

∼ t(n1 + n2 − 2)

其中样本合并方差 S2
W = (n1−1)S2

1+(n2−1)S2
2

n1+n2−2
。

置信区间

X − Y − tα
2
SW

√
1

n1

+
1

n2

< µ1 − µ2 < X − Y + tα
2
SW

√
1

n1

+
1

n2

σ2
1/σ

2
2 待估，µ1, µ2 未知 这里用到 F 分布进行估计。枢轴量

F =
S2
1/S

2
2

σ2
1/σ

2
2

∼ F (n1 − 1, n2 − 1)

置信区间

S2
1

S2
2

1

Fα
2
(n1 − 1, n2 − 1)

< σ2
1/σ

2
2 <

S2
1

S2
2

1

F1−α
2
(n1 − 1, n2 − 1)

注意有个倒数别搞反了。
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10 假设检验

在统计推断中，除了对未知参数进行估计（点估计和区间估计）之外，
另一类核心问题是根据样本信息来判断关于总体分布或参数的某个陈述是
否成立。我们会提出一个假设，然后通过统计的手段给出证据决定接受还是
拒绝这个假设，这类问题就称为假设检验。
我们这里涉及的假设检验都是显著性检验。它是这样的一个过程：首先

我们给出一个原假设 H0，和一个与它对立的备择假设 H1。也就是说无论
怎样，H0,H1 两个命题中都恰好有一个命题是对的，另一个是错的。比如
说，H0 : µ = µ0，那么 H1 必须是 µ 6= µ0。
你可能觉得原假设和备择假设选取是完全任意的，把哪个当作原假设都

可以。但实际上是有区别的。一般来说，原假设是一个我们尝试去推翻的东
西。我们推翻一个东西时，可以利用归谬法，即先假设它是正确的，然后从
中引出荒诞的结论。在概率的世界里，没有什么是绝对荒诞的，只有事情发
生的概率不同。对于一枚均匀的硬币，连扔一千次都是正面确实是可能的，
但如果这件事真的发生了，我们就该怀疑这个假设了。换句话说，如果在原
假设成立的情况下，这组观察值的出现是一个几乎不可能的小概率事件，我
们就该拒绝原假设。对于什么是几乎不可能的小概率事件，我们可以用一个
显著性水平 α 来量化描述：如果某个事情发生的概率小于 α，我们就视之
为一个几乎不可能的小概率事件。对于不同的任务，我们对显著性水平有不
同的选取。比如在检验某种药物是否有效时，我们显然要比检验两种冰淇凌
谁更畅销使用更苛刻的标准。
一个常见的误区是，我们拒绝和接受原假设不代表证明其真假。我们实

际在做的是尝试去拒绝原假设，而接受原假设只是因为没有足够证据拒绝
原假设。
那么这就引出了一个问题：我在是否拒绝原假设这件事上肯定有几率

犯错，那我犯错的概率是多大？首先我们需要明确一下什么是犯错。错误有
两种，一种是我们本来不该拒绝原假设，但是我们却拒绝了，这叫第 I 类错
误；另一种是我们本来应该拒绝原假设，但是我们却没拒绝，这叫第 II 类
错误。在我们给出显著性水平 α 之后，这种检验犯第 I 类错误的概率就是：
概率小于 α 的某个事件发生的概率。有点绕，但实际上很直接，这一概率
就是 α。显著性检验就是预先给出显著性水平以控制犯第 I 类错误的概率。
但是在显著性检验中，我们犯第 II 类错误的概率就没这么简单了，我们有
时把它叫做 β，把 1 − β 称为检验的功效。功效是一个和效应大小、参数、
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样本容量等诸多都相关的量。我们一般会先设定一个预期的功效，然后按该
功效决定样本容量，以达到预期功效。当我们把原假设和备择假设的位置对
调之后，第 I 类错误和第 II 类错误其实就反过来了，α 和 β 也就对调了，
所以它们的地位并不随便。实际检验时我们一般会遵循一个“无罪推定”原
则，即通常将“无效果”、“无差异”设为原假设。
我们一般把原假设成立时，观测到与当前样本一样极端或更极端结果

的概率叫做 p 值。显然由定义，α < p 时就无法拒绝原假设，p > α 时就
要拒绝原假设。显著性水平越小，我们就需要更强力的证据来拒绝原假设。
我们必须在试验前就指定 α，在试验后求出 p 值，如果倒过来无异于先射
箭再画靶。这里需要着重强调，这个概率并不是 H0 为假的概率，而是我前
面所说的类似 P (X = x|H0) 这样的条件概率。另一个需要澄清的事情是：p
值小不代表实际上的重要效应，有可能只是我们有充足大量的样本。
有一些关于分布参数的特殊形式假设，它们各自有各自的名字和检验

方法。不要害怕，求 p 值这一步的方法就是上一节做区间估计的方法。
对于

H0 : µ = µ0, H1 : µ 6= µ0

这类假设，H1 表示参数的取值可能大于 µ0 或者小于 µ0。我们把 H1 称为
双边备择假设，我们的检验方法称为双边假设检验。实际上我们做的就是双
侧区间估计。
对于

H0 : µ ≥ µ0, H1 : µ < µ0

这类假设，我们称 H1 为左边备择假设，我们的检验方法称为左边假设检验。
实际上我们做的就是只给出置信下限的单侧区间估计。
对于

H0 : µ ≤ µ0, H1 : µ > µ0

这类假设，我们称 H1 为右边备择假设，我们的检验方法称为右边假设检验。
实际上我们做的就是只给出置信上限的单侧区间估计。
上面两种检验合称单边假设检验。我们必须在试验之前就给出检验的

方向，不能看到数据的偏向性之后再选择单边检验。
具体检验中，我们做区间估计用到的枢轴量在这里就被称为检验统计

量。我们根据检验统计量 T 的可能取值范围，将其划分成两个互斥的区域：
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• 拒绝域 R：如果根据样本计算出的统计量观测值 t 落入这个区域，我
们就拒绝原假设。

• 接受域 A：如果 t 落入这个区域，我们就不拒绝原假设。

拒绝域和接受域的边界点就叫临界点。单侧检验有一个临界点，双侧检
验有两个临界点。

10.1 常见的正态总体均值、方差检验法

许多正态总体均值、方差检验方法和上一章是雷同的。和上一章内容没
有本质区别的部分被我整理在了表 1。

10.2 基于成对数据的 t 检验

成对数据是这样的和两组独立的数据是有区别的，成对数据可能有每
一对之间的耦合关系。不过我们可以认为不同对的数据是独立的。更形式地
说，我们可以认为 (X1, Y1), . . . , (Xn, Yn) 是来自总体 (X,Y ) 的样本。我们
在比较它们的差异值 D = X − Y 时，和两个独立总体的情况有所不同。

在 X 和 Y 独立的条件下，我们知道：

D − δ

SW

√
1
n1

+ 1
n2

∼ t(n1 + n2 − 2)

其中 δ = µ1 − µ2，S2
W = (n1−1)S2

1+(n2−1)S2
2

n1+n2−2
。

这一结论的基础是在 X,Y 独立的情况下，

D(D) = D(X) +D(Y ) =
σ2
1

n1

+
σ2
2

n2

但在成对数据中，X 和 Y 并没有预设的独立性。于是 X,Y 协方差仍
然需要考虑。

D(D) =
σ2
1

n1

+
σ2
2

n2

− 2Cov(X,Y )

样本容量比较小的时候，我们对 D 的分布基本束手无策。但是当样本
容量很大时，由中心极限定理就有 D ≈ N(µD,

σ2
D

n
)。于是这又回到了单正

态总体的 t 检验问题了。
我们来推导一下它的双边检验。单边检验留给读者。
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表 1: 正态总体均值与方差的假设检验

原假设 H0 检验统计量 拒绝域

µ ≤ µ0

µ ≥ µ0

µ = µ0

Z =
X̄ − µ0

σ/
√
n

∼ N(0, 1)

Z ≥ zα

Z ≤ −zα

|Z| ≥ zα/2

µ ≤ µ0

µ ≥ µ0

µ = µ0

T =
X̄ − µ0

S/
√
n

∼ t(n− 1)

T ≥ tα(n− 1)

T ≤ −tα(n− 1)

|T | ≥ tα/2(n− 1)

σ2 ≤ σ2
0

σ2 ≥ σ2
0

σ2 = σ2
0

χ2 =
(n− 1)S2

σ2
0

∼ χ2(n− 1)

χ2 ≥ χ2
α(n− 1)

χ2 ≤ χ2
1−α(n− 1)

χ2 ≥ χ2
α/2(n− 1) 或χ2 ≤ χ2

1−α/2(n− 1)

µ1 − µ2 ≤ δ0

µ1 − µ2 ≥ δ0

µ1 − µ2 = δ0

Z =
(X̄ − Ȳ )− δ0√

σ2
1

n1
+

σ2
2

n2

∼ N(0, 1)

Z ≥ zα

Z ≤ −zα

|Z| ≥ zα/2

µ1 − µ2 ≤ δ0

µ1 − µ2 ≥ δ0

µ1 − µ2 = δ0

T =
(X̄ − Ȳ )− δ0

SW

√
1
n1

+ 1
n2

∼ t(n1 + n2 − 2)

T ≥ tα(n1 + n2 − 2)

T ≤ −tα(n1 + n2 − 2)

|T | ≥ tα/2(n1 + n2 − 2)

σ2
1 ≤ σ2

2

σ2
1 ≥ σ2

2

σ2
1 = σ2

2

F =
S2
1

S2
2

∼ F (n1 − 1, n2 − 1)

F ≥ Fα(n1 − 1, n2 − 1)

F ≤ F1−α(n1 − 1, n2 − 1)

F ≥ Fα/2(n1 − 1, n2 − 1)

或F ≤ F1−α/2(n1 − 1, n2 − 1)
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检验假设

H0 : µD = 0

H1 : µD 6= 0

我们的检验统计量为

T =
D − 0

SD√
n

∼ t(n− 1)

检验统计量的观察值为

t =
d
sd√
n

双边的拒绝域就应该是

|t| ≥ tα
2
(n− 1)

10.3 分布拟合检验

前面的例子都是分布已知但是参数未知的问题。而分布拟合检验处理
的假设检验问题是这样的：

H0 :总体 X 的分布为F (x)

这看起来很困难，但是 Pearson 在 1900 年给出了一个精妙的解答：

定理 14 (Pearson 定理). 设随机变量 X 可能取值的空间为 Ω。一组 k 个
集合 {Aj} 给出了 Ω 的划分，即

⊔k
j=1 Aj = Ω。记 pj = P (Aj)。

设 X1, . . . , Xn 与 X 同分布并相互独立，令随机向量 O = (O1, . . . , Ok)
T

Oj = #{Xi ∈ Aj}, j = 1, 2, . . . , k

即这些随机变量落在 Ak 内的个数。
令

χ2
n =

k∑
j=1

(Oj − npj)
2

npj

则有
χ2
n

d−→ χ2(k − 1)
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证明. 首先做一点观察，我们知道
∑k

j=1 pj = 1。根据定义我们就知道，我们
可以把它当作 n次有 k 种可能结果的独立试验，O ∼ Mult(n, k, p1, . . . , pk)。

回忆下多项分布的性质，有

E(Oj) = npj , Cov(Oi, Oj) = δijpi − pipj

我们最后想要得到一个卡方分布，也就是一些独立标准正态分布的平
方和。我们现在构造的这个统计量也是一个平方和。我们不妨设随机向量
Z = (Z1, . . . , Zn)

T，其中 Zj =
Oj−npj√

npj
，就有

χ2
n =

k∑
j=1

Z2
j

我们要做的就是通过某种变换把它变成一些独立正态变量。
但是问题是：正态压根就没从我们前面的式子里出现过。让它出现就

必须要中心极限定理。这里我们用到的是一种多元中心极限定理，可以认
为是 Laplace-De Moivre 中心极限定理的推广。多项分布在这里就起到了一
个类似二项分布的作用。不过多元的结论和一元的区别最大之处在于：它
需要考虑诸变量之间的相关性。在这里相关性肯定是存在的：

∑k
j=1 pk =

1,
∑k

j=1 Oj = n。这个关系明确地对 Z 写出来就是

k∑
j=1

√
pjZj =

1√
n

k∑
j=1

(Oj − npj) =
1√
n
(

k∑
j=1

Oj − n
k∑

j=1

pj) = 0

我们用个紧凑的写法，设 v = (
√
p1, . . . ,

√
pk)

T，就有 vTZ = 0。v 在后面仍
然有用。
我不证明这个中心极限定理了，总之有 n → ∞ 时：

O − np√
n

d−→ Nk(0,Σ)

其中 Σ = Cov(O)，Σij = δijpi − pipj。
于是我们也就知道，n → ∞ 时 Z 也服从多元正态分布。这个分布显然

就应该是 Nk(0,Ψ)，其中 Ψ = Cov(Z)，Ψij = δij −
√
pipj。仔细观察下这

个矩阵，这就是 I − vvT，这是个沿 v 方向的正交投影！我们把这个分布先
叫做 Z∞。
（注意到这其实不是一个正定的协方差矩阵，和我们之前的讨论有些许

出入。但我们仍然可以允许这么做，它是一个“退化”的正态分布，即这个
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正态变量其实几乎必然分布在一个子空间上，没有那么大的自由度。这种形
式的正交投影会把 k 维的向量正交投影到一个 k − 1 的子空间里。之前的
讨论其实仍然适用（线性变换不变性，部分变量的独立性），因为谱定理也
能处理特征值为 0 的情况。只不过唯一的问题就是我们写不出概率密度函
数了，我们需要把它成一个更低维度的多元正态分布来处理。）
我们梦寐以求的标准性仍然没有到来，但它离得不远了，我们可以通过

线性变换做到这一点。由线性变换不变性，我们确实可以把 Z∞ 通过变换降
维得到标准正态向量。我们取 ImΨ的一组规范正交基，组成一个 k×(k−1)

的矩阵 U。这就是一个赤裸裸的降维，我们其实给 U 添上一列 v 就得到 Ψ

了，令
W = UTZ∞

则有
W ∼ Nk−1(0, UTΨU) = Nk−1(0, Ik−1)

这是好事啊。于是 n → ∞ 时就有

ZT
∞Z∞ = WTW ∼ χ2(k − 1)

注意，从这里到最终的结论还差一步，并不显然。我们需要连续映射定理告
诉我们 Z d−→ Z∞ 时，

χ2
n = ZTZ d−→ ZT

∞Z∞

这样才算结束了：
χ2
n

d−→ χ2(k − 1)

那我们怎么应用它呢？注意到定理中的 Xi 其实就是样本，Oj 的观察
值就是频率 fi。pj 则是根据假设推断出来的。于是就有

k∑
j=1

(fj − npj)
2

npj
≈ χ2(k − 1)

不过这里要注意中心极限定理的条件。首先样本容量需要足够大（n ≥
50），其次 npj 不能太小（npj ≥ 5）。如果不满足的话，我们需要适当合并
类别。当卡方检验统计量过大时（超过 χ2

α(k − 1)），我们就该拒绝原假设。
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10.3.1 分布族拟合检验

真实情况并非如此简单。我们往往连分布的参数也不知道，这时我们连
pj 也需要猜了。这时我们一般会在假设下先对 p做一个最大似然估计 p̂，然
后再照样去做。注意这时要用原始数据而不是分组数据去估计。
当从数据估计 r 个参数时，卡方统计量的极限分布也会发生变化：因为

p̂j 这时也掺和进来了相关性。这里给出定理而不证明。

定理 15 (Chernoff-Lehmann 定理). 在适当正则条件下，

k∑
j=1

(Oj − np̂j)
2

np̂j

d−→ χ2(k − r − 1)

其中 r 是估计的参数个数。

最后我们可能并不拒绝原假设。这时我们接受假设意味着我们认可总体
的分布属于某个分布族，但我们不能认为它就是符合某个特定参数的分布。
我们可以采用该分布族作为模型，但是还有其他可能同样兼容的分布族，并
且其参数值也不确定。
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11 方差分析

方差分析（简称 ANOVA）是一种统计方法，用于检验两个或两个以上
总体均值之间的差异是否显著。单因素方差分析是指只考虑一个因素（自变
量）对观测结果（因变量）的影响。其基本思想是将观测数据的总变异分解
为两部分：一是由所研究的因素引起的变异（组间变异），二是由随机误差
引起的变异（组内变异）。通过比较这两部分变异的大小来判断该因素对观
测结果的影响是否显著。

11.1 单因素试验的方差分析

我们的模型是这样的：假设某因素有 r 个水平，每个水平下进行了 ni

次独立试验，结果为随机变量 Xij。单因素方差分析的模型为：

Xij = µi + ϵij = µ+ δi + ϵij , i = 1, 2, . . . , r; j = 1, 2, . . . , ni

其中：

• Xij 服从正态分布 N(µi, σ
2)，且相互独立。

• µ 为总平均。

• δi 为第 i 个水平的效应，满足
∑r

i=1 niδi = 0。

• ϵij 为随机误差，服从正态分布 N(0, σ2)。注意这里预设了方差齐性。

它的假设检验也就是这样的：

H0 : µ1 = µ2 = · · · = µr = µ

H1�∃µi 6= µ

或者等价地：

H0 : δ1 = δ2 = · · · = δr = 0

H1�∃δi 6= 0

这一检验的统计量构造是有挑战性的。为了行文方便，我们先给出一些
基本参数和统计量的定义。
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总样本量：n =
r∑

i=1

ni

总样本均值：X =
1

n

r∑
i=1

ni∑
j=1

Xij

组内样本均值：Xi =
1

ni

ni∑
j=1

Xij

其中关键的一些量是一些平方和：

• 总离差平方和 ST =
∑r

i=1

∑ni

j=1(Xij − X)2，反映全部观测值的总变
异。

• 组间离差平方和 SA =
∑r

i=1 ni(Xi − X)2，反映因素水平不同引起的
变异。

• 组内离差平方和 SE =
∑r

i=1

∑ni

j=1(Xij −Xi)
2，反映随机误差引起的

变异。

• 三者关系：ST = SA + SE。

我们在下面简单地展开验证下平方分解。

ST =
r∑

i=1

ni∑
j=1

(Xij −X)2

=
r∑

i=1

ni∑
j=1

[(Xij −Xi) + (Xi −X)]2

=
r∑

i=1

ni∑
j=1

(Xij −Xi)
2 +

r∑
i=1

ni∑
j=1

(Xi −X)2 + 2
r∑

i=1

ni∑
j=1

(Xij −Xi)(Xi −X)

=
r∑

i=1

ni∑
j=1

(Xij −Xi)
2 +

r∑
i=1

ni(Xi −X)2

= SE + SA
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有一些朴素的计算化简：

ST =
r∑

i=1

ni∑
j=1

(Xij −X)2

=
r∑

i=1

ni∑
j=1

X2
ij − 2X

r∑
i=1

ni∑
j=1

Xij +
r∑

i=1

ni∑
j=1

X
2

=
r∑

i=1

ni∑
j=1

X2
ij − 2nX

2
+ nX

2

=
r∑

i=1

ni∑
j=1

X2
ij − nX

2

以及

SA =
r∑

i=1

ni(Xi −X)2

=
r∑

i=1

niX
2

i − 2X
r∑

i=1

niX
2

i +
r∑

i=1

niX
2

=
r∑

i=1

niX
2

i − 2nX
2
+ nX

2

=
r∑

i=1

niX
2

i − nX
2

记总和 T = nX，组内总和 Ti = niXi，也可以写成

ST =
r∑

i=1

ni∑
j=1

X2
ij −

T 2

n

SA =
r∑

i=1

T 2
i

ni

− T 2

n

SE = ST − SA

它们有这样的统计特性：

定理 16. 对于组间离差平方和 SA，组内离差平方和 SE，总样本均值 X，
有：

• SA 与 SE 与 X 相互独立
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• SE

σ2 ∼ χ2(n− r)

• 在原假设下，SA

σ2 ∼ χ2(r − 1)

证明. 这个命题看起来很像我们对样本方差和样本均值的论述，其证明也是
类似的，重点在于构造正交变换。
首先我们给出样本的随机向量X = (X11, . . . , X1n1

, . . . , Xr1, . . . , Xrnr
)T。

我们构造的这个正交变换 Q，要让我们得到的 Z = QX 是这样的：

• 第一个分量 Y1 对应总体均值

• 接下来 r − 1 个分量对应组间变异

• 剩下 n− r 个分量对应组内变异

这个构造基本上就是把这些表达式写出来，然后归一化。具体来说，Q

的第一行为
q1 = (

1√
n
, . . . ,

1√
n
)

接下来的 r − 1 行（组间对比方向）：
第 k + 1 行（k = 1, . . . , r − 1）：

qk+1 = (ck1, . . . , ck1, ck2, . . . , ck2, · · · , ckr, . . . , ckr)

其中：

cki =



1√
n1 + · · ·+ nk

·
√

ni

n
i ≤ k

−
√

n1 + · · ·+ nk

nk+1

·
√

ni

n
i = k + 1

0 i > k + 1

剩下的 n− r 行（组内变异方向）：
对于第 i 组（i = 1, . . . , r），在该组内部构造 ni − 1 个正交向量。记第

i 组的观测位置为 pi + 1 到 pi + ni，其中 pi =
∑i−1

j=1 nj。
对于 a = 1, . . . , ni − 1，定义向量 qr+pi+a 的第 j 个分量为：

(qr+pi+a)j =



1√
a(a+ 1)

pi + 1 ≤ j ≤ pi + a

− r√
a(a+ 1)

j = pi + a+ 1

0 其他
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这样就构造完成了，请自己检验下吧。
于是我们就可以把 X ∼ Nn(µ, σ

2In) 变换成 Z ∼ Nn(Qµ, Qσ2InQ
T ) =

Nn(Qµ, σ2In)。它的各分量是独立的！
X 就是 Z 第一个分量，SA 就是 Z 后面的 r − 1 个分量的平方和，SE

就是剩下 n− r 各分量的平方和。三者相互独立就证明完成了。剩下就是证
明两个卡方分布了。
注意我们对 Q 的定义，在原假设下（也就是说一切 Xij 都是独立同分

布的），µ = µ1n，由我们对 Q 的定义，Qµ = µ(
√
n, 0, . . . , 0)T。所以我们

取走 Z 的后面 r − 1 和 n − r 个分量，它们就服从独立同方差的正态分布
Nn−1(0, σ2In−1)。
于是这两个卡方分布也很显然了。不过事实上，在原假设不为真的情况

下，SE

σ2 ∼ χ2(n− r) 也是成立的。这只需要一点小小的分析：

SE

σ2
=

1

σ2

r∑
i=1

ni∑
j=1

(Xij −Xi)
2

=
r∑

i=1

ni∑
j=1

(ϵij
σ

)2
我们知道 ϵij

σ
∼ N(0, 1)，并且所有随机误差相互独立。所以平方和加在一起

就是 SE

σ2 ∼ χ2(n− r)。

于是我们就能构造一个 F 检测统计量：

F =
SA/(r − 1)

SE/(n− r)

这是一个单侧检验，因为假设不成立时，SA 会偏大。于是它的的拒绝
域就是

F =
SA/(r − 1)

SE/(n− r)
≥ Fα(r − 1, n− r)

我们可以把分析结果排在一个方差分析表中。

11.2 未知参数估计

在对 σ2 做估计的时候，我们应该求助于 SE，因为 SA 与 σ2 的关系会
因原假设是否成立而改变。
由前面的式子，知道 E( SE

n−r
) = σ2，它可以作为 σ2 的无偏估计。我们

对 µ 和 µi 也有无偏估计 X，Xi。
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方差来源 平方和 自由度 均方 F 值

因素 A SA r − 1 SA = SA

r−1
F = SA

SE

误差 E SE n− r SE = SE

r−1

综合 T ST n− 1

表 2: 方差分析表

当我们拒绝原假设时，问题会变得复杂。这时均值是不完全相同的，即
效应 δi 不全为 0。因为 δi = µi − µ，所以其无偏估计为 Xi −X。
我们还想知道，拒绝原假设时 SA 是怎样的。我们知道它会偏大，但是

定量地说：

E(SA) = E

(
r∑

i=1

niX
2

i − nX
2

)

=
r∑

i=1

niE(X
2

i )− nE(X
2
)

=
r∑

i=1

ni[D(Xi) + (E(Xi))
2]− n[D(X) + (E(X))2]

=
r∑

i=1

ni

(
σ2

ni

+ µ2
i

)
− n

(
σ2

n
+ µ2

)

= rσ2 +
r∑

i=1

ni(µ+ δi)
2 − σ2 + nµ2

= (r − 1)σ2 +
r∑

i=1

niµ
2 + 2µ

r∑
i=1

niδi +
r∑

i=1

niδ
2
i − nµ2

= (r − 1)σ2 +
r∑

i=1

niδ
2
i

在拒绝原假设时，我们不光想了解两个总体 N(µi, σ
2) 和 N(µj , σ

2) 的
均值之差的点估计，我们还想要区间估计。根据前面的讨论，它们是独立的。
我们这时应该用 t 分布去估计，而不是正态分布，因为方差是未知的，我们
只是用 SE 估计了方差！
这个 t 分布则应该通过 Xi −Xj 和 SE 来构造，它们是独立的。应用
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前面的结论，就有：

(Xi −Xj)− (µi − µj)√
SE

(
1
ni

+ 1
nj

) ∼ t(ni + nj − 2)

注意 SE 是一个平方和，是类似方差而不是标准差的量，虽然它记号上很像
标准差。

11.3 等重复双因素试验的方差分析

加入第二个因素之后，事情会一下子变得复杂起来。两个因素不仅可能
各自独立地对结果产生效应，它们还可能交互地对结果产生效应。同时如果
试验重复次数不等，那么因素的分解还会更加困难，和顺序相关（会产生四
类平方和的计算方式）。所以这里我们先研究等重复的情况。
我们的模型会变成这样：假设因素 A 有 r 个水平，因素 B 有 r 个水

平，每种水平的组合下进行了 t 次独立试验，结果为随机变量 Xijk。双因
素方差分析的模型为：

Xijk = µij + ϵijk, i = 1, 2, . . . , r; j = 1, 2, . . . , s; k = 1, 2, . . . , t

或者
Xijk = µ+ αi + βj + γij + ϵijk

其中：

• Xijk 服从正态分布 N(µij , σ
2)，且相互独立。

• µ 为总平均。

• µi· 为行平均，即对因素 A 的第 i 个水平求平均。

• µ·j 为列平均，即对因素 B 的第 j 个水平求平均。

• αi 为因素 A 第 i 个水平的效应，即 µi· − µ，满足
∑r

i=1 αi = 0。

• βj 为因素 B 第 j 个水平的效应，即 µ·j − µ，满足
∑s

j=1 βj = 0。

• γij 为因素 A 第 i 个水平与因素 B 第 j 个水平的交互效应，即 µij −
µi· − µ·j + µ，满足

∑r
i=1 γij = 0，

∑s
j=1 γij = 0。

• ϵijk 为随机误差，服从正态分布 N(0, σ2)。注意这里预设了方差齐性。
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这时其实就有三个假设待我们检验：

H01 : α1 = · · · = αr = 0

H02 : β1 = · · · = βs = 0

H03 : γ11 = · · · = γrs = 0

也就是因素 A 有没有差女生效应，因素 B 有没有产生效应，因素 A 和因
素 B 有没有产生交互效应。
类比单因素的思路，我们可以将总偏差平方和（又叫总变差）进行分解，

分解为误差平方和 SE，因素 A、因素 B 的效应平方和 SA, SB，和 A 与 B
的交互效应平方和 SA×B。

我们先引入一些统计量的记号，然后再来研究这一分解。

X =
1

rst

r∑
i=1

s∑
j=1

t∑
k=1

Xijk

Xi· =
1

st

s∑
j=1

t∑
k=1

Xijk

X ·j =
1

rt

r∑
i=1

t∑
k=1

Xijk

Xij =
1

t
=

t∑
k=1

Xijk

和单因素类似，总变差不过多了一次求和，我们这里给出它的定义和分
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解：

ST =

r∑
i=1

s∑
j=1

t∑
k=1

(Xijk −X)2

=
r∑

i=1

s∑
j=1

t∑
k=1

[(Xijk −Xij) + (Xi· −X) + (X ·j −X) + (Xij −Xi· −X ·j +X)]2

=
r∑

i=1

s∑
j=1

t∑
k=1

(Xijk −Xij)
2

+ st
r∑

i=1

(Xi· −X)2

+ rt
s∑

j=1

(X ·j −X)2

+ t
r∑

i=1

s∑
j=1

(Xij −Xi· −X ·j +X)2

这四部分分解就是：

SE =
r∑

i=1

s∑
j=1

t∑
k=1

(Xijk −Xij)
2

SA = st
r∑

i=1

(Xi· −X)2

SB = rt
s∑

j=1

(X ·j −X)2

SA×B = t
r∑

i=1

s∑
j=1

(Xij −Xi· −X ·j +X)2

ST = SE + SA + SB + SA×B

103



平方和也可以被写成：

SE =
r∑

i=1

s∑
j=1

t∑
k=1

X2
ijk − rstX

2

SA = st
r∑

i=1

X
2

i· − rstX
2

SB = rt
s∑

j=1

X
2

·j − rstX
2

SA×B =

(
t

r∑
i=1

s∑
j=1

Xij − rstX
2

)
− SA − SB

SE = ST − SA − SB − SA×B

它们的统计特性和单因素类似：

• X,SA,SB,SA×B,SE 相互独立。

• SE

σ2 ∼ χ2(rs(t− 1))。

• E(SE) = rs(t− 1)σ2。

• H01成立时，SA

σ2 ∼ χ2(r−1)。更进一步， SA/(r−1)
SE/[rs(t−1)]

∼ F (r−1, rs(t−1))。

• E(SA) = (r − 1)σ2 + st
∑r

i=1 α
2
i。

• H02成立时，SB

σ2 ∼ χ2(s−1)。更进一步， SB/(s−1)
SE/[rs(t−1)]

∼ F (s−1, rs(t−1))。

• E(SB) = (s− 1)σ2 + rt
∑s

j=1 β
2
j。

• H03 成立时，
SA×B

σ2 ∼ χ2((r−1)(s−1))。更进一步，SA×B/[(r−1)(s−1)]
SE/[rs(t−1)]

∼
F ((r − 1)(s− 1), rs(t− 1))。

• E(SA×B) = (r − 1)(s− 1)σ2 + t
∑r

i=1

∑s
j=1 γ

2
ij。

于是像单因素试验一样，我们也可以对这三个假设用 F 检验了。我们
一样可以列出方差分析表 3。
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方差来源 平方和 自由度 均方 F 值

因素 A SA r − 1 SA = SA

r−1
FA = SA

SE

因素 B SB s− 1 SB = SB

s−1
FB = SB

SE

交互作用 A×B SA×B (r − 1)(s− 1) SA×B = SA×B

(r−1)(s−1)
FA×B = SA×B

SE

误差 E SE rs(t− 1) SE = SE

rs(t−1)

总和 T ST rst− 1

表 3: 双因素等重复试验方差分析表
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12 线性回归分析

回归分析是一种统计方法，用于研究因变量（被解释变量）与一个或多
个自变量（解释变量）之间的关系。它旨在建立一个数学模型，描述变量间
的依赖关系，并用于预测、解释或控制。这里的关系不完全是确定性的，还
会加上一定的随机误差。一般的回归模型可以表示为

Y = f(x1, . . . , xn) + ϵ

Y 是因变量，f 是我们的回归函数模型，xi 是自变量，ϵ 是随机误差项
（它的均值应该是 0，并且它常常是正态的）。这里注意一种本性上的区分，
我们的自变量是普通的变量，而因变量是随机变量。对于自变量每个确定的
取值，都有一个因变量的分布与之对应。
先看回单变量的形式。对于自变量的一组不完全相同的取值 x1, . . . , xn，

设 Y1, . . . , Yn 是在这些取值处对 Y 的独立观察结果。那么我们称

(x1, Y1), . . . , (xn, Yn)

为一个样本。注意它们独立但不一定同分布，这就是回归分析的不同之处。
对应的样本值就记为

(x1, y1), . . . , (xn, yn)

我们先从最简单的回归模型入手，即

Y = a+ bx+ ϵ

这种一元线性函数。

12.1 一元线性回归

在给定的线性模型和假设下，我们要怎么估计参数 a 与 b 的值？我们
会采取最大似然估计。
按我们的模型：

Yi ∼ a+ bxi + ϵi, ϵi ∼ N(0, σ2), ϵi����

或者说
Yi ∼ N(a+ bxi, σ

2), Yi����
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那么我们就有似然函数：

L(a, b) =

n∏
i=1

1√
2πσ

exp
(
−(yi − a− bxi)

2

2σ2

)

=

(
1√
2πσ

)n

exp
(
− 1

2σ2

n∑
i=1

(yi − a− bxi)
2

)
取个对数就知道最大化似然函数 L(a, b) 等价于最小化

Q(a, b) =
n∑

i=1

(yi − a− bxi)
2

下面就是最小二乘法的推导！
最小化就需要我们对其取个偏导：

∂Q

∂a
= −2

n∑
i=1

(yi − a− bxi) = 0

∂Q

∂b
= −2

n∑
i=1

(yi − a− bxi)xi = 0

整理一下就是

na+

(
n∑

i=1

xi

)
b =

n∑
i=1

yi(
n∑

i=1

xi

)
a+

(
n∑

i=1

x2
i

)
b =

n∑
i=1

xiyi

这被称为正则方程。
我们用矩阵给出更紧凑的表示：

y =


y1

y2
...
yn

 , X =


1 x1

1 x2

...
...

1 xn

 , β =

[
a

b

]

我们线性模型的估计值是：

ŷ = Xβ
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我们的目标是最小化平方和：

Q(β) = (ŷ − y)T (ŷ − y)

用这种形式重述正则方程就是
∂S

∂β
= 2XT (Xβ − y) = 0

也就是：
XTXβ = XTy

问题的关键就在 XTX 的可逆性上。事实上，如果 xi 不全相同，它肯
定可逆。这个方阵是：

XTX =

[
n

∑
xi∑

xi

∑
x2
i

]
, XTy =

[ ∑
yi∑
xiyi

]
（本节求和号过多，有时我会在不造成歧义的情况下省略上下限。）

令人震惊的事实是：

det(XTX) = n
n∑

i=1

x2
i −

(
n∑

i=1

xi

)2

= n
n∑

i=1

(xi − x)2

于是求个逆就是：

(XTX)−1 =
adj(XTX)

det(XTX)
=

[ 1
n

∑
x2
i∑

(xi−x)2
− x∑

(xi−x)2

− x∑
(xi−x)2

1∑
(xi−x)2

]
解出来就是：

β̂ = (XTX)−1(XTy) =
[ 1

n (
∑

x2
i )(

∑
yi)−x

∑
xiyi∑

(xi−x)2∑
xiyi−x

∑
yi∑

(xi−x)2

]
这不是那种最方便记忆的版本。对分母没什么可说的了，不过我们还可

以调整一下分子。

â =
1

n

(
∑

x2
i )(
∑

yi)− (
∑

xi) (
∑

xiyi)∑
(xi − x)2

b̂ =

∑
xiyi − x

∑
yi − y

∑
xi + nxy∑

(xi − x)2

=

∑
(xi − x)(yi − y)∑

(xi − x)2

y = a+ bx
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于是我们就得到了 Y 关于 x 的回归方程：ŷ = â+ b̂x。
由于 b̂ 的式子更好记忆，另一种写法是 ŷ = y − b̂(x− x)。
我们引入点记号，让它们更好记一点。实际上这些式子等价形式很多。

Sxx =
n∑

i=1

(xi − x)2 =
n∑

i=1

x2
i −

1

n
(

n∑
i=1

xi)
2

Syy =
n∑

i=1

(yi − y)2 =
n∑

i=1

y2i −
1

n
(

n∑
i=1

yi)
2

Sxy =
n∑

i=1

(xi − x)(yi − y) =
n∑

i=1

xiyi −
1

n
(

n∑
i=1

yi)(
n∑

i=1

yi)

它们叫离差平方和与交叉离差平方和。注意不要把这些量和样本方差和标
准差搞混，它们差一个 n− 1 因子。我们可以把 b̂ 写成 Sxx

Sxy
。

以上就是最小二乘法，适用于用线性函数 a + bx 最小化残差平方和的
所有情境。这里正态分布的最大似然估计正好与它不谋而合。
接下来介绍几个平方和。回归平方和反映因变量变异中能被自变量线

性解释的部分：
SSR =

∑
(ŷ − y)2

残差平方和反映模型无法解释的随机误差部分：

SSE =
∑

(ŷ − y)2

总平方和反映因变量的总变异程度：

SST =
∑

(y − y)2

我们可以得到这样的平方和分解：

SST = SSR+ SSE

其证明仍然和前面的平方和分解一样，是直接的展开。
为了衡量回归模型的拟合优度，定义决定系数 R2：

R2 =
SSR

SST
= 1− SSE

SST

它表示因变量变异中被自变量线性解释的比例。
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在我们的线性回归中，可以得到：

SST = Syy

SSE = Syy −
S2
xy

Sxx

SSR =
S2
xy

Sxx

R2 =
S2
xy

SxxSyy

R2 正好和样本相关系数平方一致。
刚才我们给出的都是估计值的计算，我们只要把小 y 换成大 Y，就变

成了估计量。
我们最感兴趣的肯定是两个参数的估计量，不过让我们先从最基础的

来吧。Y = 1
n

∑
Yi 是一些独立正态分布的线性组合，所以它也是正态的。

它的均值是：

E(Y ) =
1

n

∑
E(Yi)

=
1

n

∑
(a+ bxi) = a+ bx

方差是：

D(Y ) =
1

n2

∑
D(Yi) =

σ2

n

于是 Y ∼ N(a+ bx, σ2

n
)。

前面的离差平方和 Sxy 和 Syy 作为统计量的形式是：

SxY =
∑

(xi − x)(Yi − Y )

=
∑

(xi − x)Yi − Y
∑

(xi − x)

=
∑

(xi − x)Yi

SY Y =
∑

(Yi − Y )2

=
∑

Y 2
i − nY

2

能看出 SxY 是正态的，而 SY Y 看起来有点像卡方但是没那么卡方。我
们先来研究 SxY：
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E(SxY ) =
∑

(xi − x)E(Yi)

=
∑

(xi − x)(a+ bxi)

= a
∑

(xi − x) + b(
∑

x2
i − x

∑
xi)

= b(
∑

x2
i − nx2)

= bSxx

D(SxY ) =
∑

(xi − x)2D(Yi)

=
∑

(xi − x)2σ2 = σ2Sxx

于是 SxY ∼ N(bSxx, σ
2Sxx)。

好！这下斜率的估计量 b̂ = SxY

Sxx
也清楚了，b̂ ∼ N(b, σ2

Sxx
)。一个不错的

无偏估计！
于是截距的估计量就是

â = Y − b̂x ∼ N

(
a,

(
1

n
+

x

Sxx

)
σ2

)
顺带着，如果给我某个自变量的新 x0 值，我也能给出因变量对应的新

观察值 Y0 的估计量：

Ŷ0 = â+ b̂x0 = Y + b̂(x0 − x) ∼ N

(
a+ bx0,

(
1

n
+

(x0 − x)2

Sxx

)
σ2

)
与其说是估计，不如说是预测。我们把 Ŷ0 叫做观察值 Y0 的点预测。
不过写了这么多，我们暂时还是没给出对方差 σ2 的估计。我们有理由

认为它就藏在残差平方和之中。
事实上，这里又有一个重要的结论：

定理 17. 对于样本均值响应 Y，斜率估计量 b̂，残差平方和 SSE，有

• Y，b̂，SSE 相互独立

• SSE
σ2 ∼ χ2(n− 2)
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证明. 我已经有点烦了。这种结论已经出现过三次了⋯⋯感性地说，因为估
计了两个参数，我们损失了两个自由度；理性地说，我还是可以构造一个正
交变换，变换前是 Y = (Y1, . . . , Yn)

T，变换后结果的第一个分量是 Y，第
二个分量是 b̂，剩下分量的平方和是 SSE。
于是正交矩阵 Q 的第一行献给(

1√
n
, . . . ,

1√
n

)
第二行献给 (

x1 − x√
Sxx

, . . . ,
xn − x√

Sxx

)
剩下的随便 Gram-Schimdt 规范正交化出来。
这样我们就把 QY 的前两个分量变成

√
nY 和 b̂

√
Sxx，剩下的 n− 2 个

分量变成独立同方差的正态了。

这个结论还可以用到预测值上面。如果预测值和之前的观察值相互独
立，那么预测值与上面三个量相互独立。证明只需要在上面多加一个分量，
在此略过。
对 σ2 的估计这就有了，σ̂2 = SSE

n−2
= 1

n−2
(SY Y − b̂SxY ) 是个无偏估计。

有了方差的估计，我们就可以给出前面那些量的区间估计了，t 分布再
次出现。
对于斜率 b，我们有

b̂ ∼ N(b,
σ2

Sxx

)

b̂− b

σ

√
Sxx ∼ N(0, 1)

SSE

σ2
∼ χ2(n− 2)

所以说
b̂− b√

SEE
n−1

√
Sxx ∼ t(n− 2)

那么其估计和检验方法就很清楚了。
对于我们的点预测 Ŷ0，我们有

Ŷ0 ∼ N

(
a+ bx0,

(
1

n
+

(x0 − x)2

Sxx

)
σ2

)
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将其标准化得到：

Ŷ0 − Y0

σ
√

1
n
+ (x0−x)2

Sxx

∼ N(0, 1)

配合上
SSE

σ2
∼ χ2(n− 2)

就有
Ŷ0 − Y0√

SSE
n−2

√
1
n
+ (x0−x)2

Sxx

∼ t(n− 2)

于是我们就可以给出区间预测了。
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